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Prologo

Del prologo de la primera edicion:

Persigue esta obra ofrecer a los alumnos de facultades y escuelas técnicas un
primer contacto con el cdlculo numérico. Si se considera en su totalidad, cubre un
curso cuatrimestral de cdlculo numérico. También pueden extraerse de ella mate-
riales para cubrir aspectos de cdlculo numérico en asignaturas de algebra lineal,
célculo infinitesimal, etc.

Decidi llamarla “Diez lecciones de célculo numérico”, y no “Calculo numéri-
co” u otra cosa mds pretenciosa, para subrayar que se trata solo de una iniciacidn al
tema y no, en modo alguno, de un trabajo con aspiraciones de completitud. La obra
deja fuera algunos temas basicos esenciales en el cdlculo efectivo como minimos
cuadrados, splines, el algoritmo QR o la descomposicidn en valores singulares. La
eleccion de los puntos incluidos se ha hecho siguiendo el criterio de abordar ma-
terias que pudieran tratarse adecuadamente con un equipaje matemético sucinto:
s6lo se presuponen al lector conocimientos bésicos de dlgebra lineal y célculo in-
finitesimal de una variable. Por ello la obra puede emplearse en el primer curso de
la ensefianza universitaria, como lo corrabora nuestra propia experiencia. Ademas,
por razones pedagogicas, he buscado limitar el nimero de paginas, tratando de in-
vertir el proceso segin el cual cada generacién de alumnos debe habérselas con
libros de texto cuyo peso es doble del que acarrearon sus predecesores.

Si fui flexible en la eleccién de temas v en la amplitud de [a obra, no lo he
sido en otra serie de aspectos. Creo que es obligado exponer desde el principio al
alumno a los rasgos peculiares del cdlculo numérico, es decir ensefiarle a convivir
con errores y a apreciar la importancia del costo operativo y la eficiencia. También
he tratado de usar parte del espacio disponible para intentar que se capte la idea de
que el clculo numérico, ademas de una disciplina académica que se estudia en la
aulas, es parte de un esfuerzo humano global desarrollado a lo largo de 1a historia
para resolver problemas cientificos y técnicos.

El libro contiene un nimero no despreciable de ejercicios y problemas. Al-
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12 INDICE GENERAL

gunos —no demasiados— piden aplicar con papel y 1dpiz los algoritmos descritos;
los profesores que usen este texto o incluso los propios alumnos no tendrin mayor
dificultad en crear ejercicios similares suplementarios con sélo cambiar los valores
de los datos. Otros problemas son de indole mas tedrica y otros piden escribir pro-
gramas de ordenador y ejecutarlos. Nunca se insistird 1o bastante en la necesidad
de resolver problemas cuando se estudian matematicas. Ante todo, las teorias se
han ido construyendo en la historia para resolver problemas especificos; puede
haber matemadticas sin teoremas mas no sin problemas. De otra parte, aprender
matematicas es un proceso donde se trata de aprender a hacer algo, no de adquirir
conocimientos. Por eso el proceso de estudio de las matemaéticas debe ser mas
similar al aprendizaje del piano, de la guitarra, del tenis, de la conduccién de au-
tomdviles que al de la historia o la literatura. Para alcanzar el objetivo perseguido,
usar racionalmente los métodos numéricos, es pues menester practicar y practicar
hasta lograr soltura. Se necesitan problemas de todo tipo: de rutina que afiancen
el célculo y tedricos que obliguen a 1a reflexién. Y en el caso particular del cdlcu-
lo numérico es imprescindible usar el ordenador, o al menos una calculadora de
bolsillo, para experimentar tangiblemente con las realidades que se estudian.

Notas a la segunda edicion:

En -esta nueva edicién, que dedico a la memoria de mi padre, he afiadido con-
tenidos y eliminado erratas, al tiempo que mejorado la redaccién en muy nu-
merosos puntos. Para facilitar el estudio del alumno, ejemplos y problemas apare-
cen ahora con letra de menor cuerpo.! Con ello el niimero de paginas es el mismo,
a pesar de los nuevos materiales.

En el Indice de Materias, las letras C, S, E, P indican, respectivamente Capitu-
lo, Seccién, Ejemplo y Problema. Asf, S1.1 remite a la Seccién 1.1, mientras
E1.1.1 que lo hace al Ejemplo 1.1.1 y E1.6.5-7 a los Ejemplos desde el 1.6.5
al 1.6.7.

Con este mismo objetivo algunos comentarios se han trasladado a notas a pie de pagina.



Capitulo 1

Introduccion al analisis numérico

1.1 Objetivos del analisis numeérico

El andlisis numérico (o cdlculo numérico) es la rama de la matemadtica que
tiene como objetivo el disefio y estudio de métodos que permitan obtener efecti-
vamente soluciones numéricas de problemas matemaéticos.

Ejemplo 1.1.1 En muchas situaciones aparece en diversas ciencias la necesidad de calcular la
probabilidad! de que una variable aleatoria con distribucién normal, digamos p. ¢j. de media O y
varianza 1, tome un valor comprendido entre ciertos limites, digamos, 0.5 y (.8. Esta probabilidad

viene dada por
1 0.8 2/
— e " 4dzx. (1.1)
A 27 _/0,5

Hay que conocer pues el valor numérico de esta expresién, que es ~ 0.096. El anélisis numéri-

co propone métodos que permiten hallar el valor de integrales f; f(x)dz, siendo f una funcidén
conocida ¥ a, b nimeros reales conocidos. [

En la definicién anterior hemos subrayado la palabra efectivamente. Queremos
manifestar con ella que en andlisis numérico no basta con métodos que en princi-
pio pudieran permitir el célculo de la cantidad buscada.

Ejemplo 1.1.2 El valor del determinante de una matriz cuadrada A con elementos (ai;) y
dimensién d x d viene dado por

det(A) — z ia.h'l o Qdiy, (12)
TEntender este ejernplo no requiere entender los términos probabilidad, variable aleatoria, etc.
Comentarios andlogos podrian hacerse en muchos otros lugares de este libro.

13
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14 CAPITULC 1. INTRODUCCION AL ANALISIS NUMERICO

donde la suma se extiende a todas las d! permutaciones (i, .. .,14) de los nimeros 1,2,...,d.La
férmula (1.2) permite, en principio, hallar det{A) cuando A es conocida. Sin embargo a menos
que d sea muy pequeiic, no permite el cdlculo efectivo. Si d = 25 hay mds de 15 cuatrillones
de permutaciones posibles. Aun imaginando que pudieramos calcular un término de los 25! que
componen (1.2) cada billénesima de segundo (cosa imposible con los actuales ordenadores?) para
hallar todos necesitariamos 15 billones de segundos, es decir, méds de cuatrocientos mil afios.

1.2 Necesidad del anilisis numérico

Por qué queremos resolver problemas matemdticos? La ciencia y tecnolo-
gia son parte esencial del mundo actual. En todas las tareas cientificas, desde la
creacién de nuevos farmacos al célculo de las 6rbitas de los satélites de comu-
nicaciones, desde la prediccién meteoroldgica al disefio de coches y aviones, se
usan modelos matemdticos. En la simulacién de tales modelos y en el andlisis de
los datos experimentales correspondientes es imprescindible resolver problemas
matematicos.

i Por qué hacen falta las técnicas del andlisis numérico para resolver los proble-
mas matemdticos? Consideremos por ejemplo el cdlculo de integrales f flz)dz
como en la seccién precedente. En algunos casos sencillos, p. ¢j. f(z) = a:”,
la integral puede hallarse analiticamente sin recurrir a los métodos numéricos,
p. €j. hallando una primitiva F del integrando (esto es una funcién que satisfa-
ga dF'/dz = f) y formando la diferencia F'(b) — F(a). Sin embargo para la
‘mayoria’ de los integrandos f la primitiva F es o dificil de encontrar o incluso
(esto es lo que pasa para (1.1)) no expresable mediante funciones elementales, es
decir mediante las funciones usuales: polinomios, trigonométricas, etc. En esas
circunstancias es o conveniente o imprescindible acudir a los métodos numéricos.
De hecho los métodos no numéricos tienen una aplicabilidad muy restringida.

Ejemplo 1.2.1 Lasuma S de la serie

1+4+9+1—6—---

puede determinarse analiticamente, pero con gran dificultad: Euler (1707-1783) se hizo famoso
por probar en 1735 que S = =2/6. Numéricamente podemos obtener el valor de S con tanta
precision como deseemos (pero nunca exactamente) sumando los 7 primeros érminos

) R 1
:1 — -— —_ *nm =
Sn titgtgt otz (|

2Como refencia: en un ordenador personal, el muy sencillo bucle del Ejemplo 1.5.5 con diez
millones de-términos tarda en ejecutarse decenas de segundos. Asi, cada término de ese ejemplo
requiere millonésimas —no.billénesimas— de segundo.
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1.3 Perspectiva histérica

A pesar del interés enorme en la resolucién numérica de problemas, el andlisis
numérico es, como disciplina auténoma, muy joven: ha nacido en la decada 1940-
1950. ;Por qué? Hasta entonces efectuar cdlculos era muy costoso en tiempo —y
por tanto en dinero. Ramas cientificas completas, como la mecdnica de fluidos,
se desarrollaron lentamente por la imposibilidad de resolver matematicamente las
ecuaciones necesarias.

Justamente la necesidad de llevar a cabo cdlculos intensivamente fue lo que
impulsoé a concebir y construir los primeros ordenadores en la decada 1940-1950.
Abierta la posibilidad de calcular a precio razonable, los métodos numéricos han
florecido desde entonces. Los avances en la tecnologia de los ordenadores —que,
claro es, hoy se aplican por doquier y no sélo en las tareas de cdlculo numérico
para las que se inventaron— permiten la introduccién de nuevos métodos numéri-
cos. A su vez, las necesidades de cdlculo cada vez mayores llevan construir orde-
nadores cada dia mds potentes.

1.4 Errores

Por desgracia, al usar métodos numéricos es casi imposible obtener exacta-
mente la respuesta del problema: por diversas razones —una de ellas la precisién
finita de los ordenadores, que comentaremos mds abajo— el resultado es sélo
aproximado.

1.4.1 Error absoluto y error relativo

Por sencillez supongamos que el resultado buscado sea un sélo niimero real
V—en ocasiones serd una matriz, un vector, etc. La diferencia £ = N —V entre la
solucién numérica calculada y la verdadera se llama error, o mejor error absoluto.
En algunas aplicaciones el signo de E es importante. Si F > 0, es decir N > V,
el error se llama por exceso. Si E < 0,6 N < V, el error es por defecto. Un error
por exceso al calcular la dosis de un medicamento puede ser mortal, mientras
que uno por defecto en las mismas circunstancias quiza sea poco transcendente, o
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viceversa. No obstante, en la mayorfa de las aplicaciones el signo de E es de poca
importancia y conviene considerar tan séio el error sin su signo, es decir | E}.

Por razones fciles de comprender, el mero tamafio de | | sucle ser poco rele-
vante y lo que im‘porta es su relacién con V.-Cuando vaya a pagar jque pasard si
me faltan 5 euros del precio? Si estoy comprando un coche me los perdonaran,
no si estoy comprando un libro de bolsillo. Si V' # 0, el cociente |E|/|V] se
llama error relativo; multiplicando por 100 obtenemos €l etror porcentual. En
la vida diaria errores del 10 % son a menudo despreciables, por ejemplo no es
dificil conseguir descuentos del 10 %. En muchas aplicaciones cientificas hay que
trabajar con mucha mds precision.

1.42 Cotas y estimaciones del error

Es imposible conocer en la prictica exactamente el valor de E correspondiente
a una aproximacién N: conociendo E conocemos la solucién verdadera V' =
N — E y entonces ;para qué queremos N ?* Deberemos contentarnos con acotar
o estimar-£, sin conocerlo.

Una cota del error es un nimero positivo C' para el que se pueda probar
(rigurosamente en sentido matemdtico) que |E| < C. Lamentablemente, en nu-
merosas situaciones las cotas de que se puede disponer son grandes sobreestima-
ciones del verdadero error (es decir C' 'es mucho mayor que |E|). En tal caso, la
obtencién de la cota puede ser un interesante ejercicio matemdtico ... sin ningtn
valor prictico.

Muchos métodos numéricos proporc10nan junto con el valor de N una esti-
macién € de E; se espera que &£ coincida aproximadamente con F, pero tal cosa
pudiera no ser cierta. '

Ejemplo 1.4.1 En el Ejemplo 1.2.1 la diferencia S — S, entre el verdadero valor S de la serie
y la aproximacién S, es el llamado resto de la serie
1 1
R, =
" (n+1)2+(n+2)2+
Como S,, < S el error es por defecto. Ademas puede demostrarse (vea el Problema 1.4.1) que
' 1 1

— < 85— S <—
n+1

3Esta observacién se refiere al uso-real de los métodos numéricos. En cl aprendizaje de los
mismos es 1itil aplicarlos a situaciones en que la solucion exacta es conocida; esto.permite hacerse
una idea de los errores que el método produce.
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de modo que 1/n es una cota (superior) del error (absoluto) y 1/(n + 1) es una cota inferior de
tal error. Sumar un millén de terminos permite conocer la suma de la serie con error inferior a una
millénesima. []

Problema 1.4.1 Para 0 < z < co, considere la funcién f(z) que toma el valor 1/(k + 1)* en
elintervalo k < z < (k+ 1), £ = 0,1,... Esboce su grifica y observe que flofn flx)dresel
resto Ry, del Ejemplo 1.4.1. En los mismos ejes de coordenadas, dibuje las grificas de la funciones
m(z) = 1/(z + 1)? y M(z) = 1/2? Concluya que m(z) < f(x) < M(z). Obtenga las cotas
superior e inferior del Ejemplo 1.4.1. Obtenga cotas para los restos de las series 3 (1/ k(+e)} con
a > 0.

1.5 Errores resultantes de la representacion en el or-
denador de los niimeros reales

1.5.1 Punto flotante

La forma mas sencilla de manejar un nimero real es por su desarrollo deci-
mal, p. ej. 3/8 = 0.375, —11/5 = —2.2, o, si el desarrollo es infinito, por una
truncacién adecuada, p. ej. 2/3 = 0.66 6 2/3 = 0.666666, m = 3.141592. (Usare-
mos siempre el punto y no la coma para separar las unidades de las décimas.) El
formato decimal es sin embargo incémodo si el nimero es, en valor absoluto, muy
grande o muy chico. En un mol hay una cantidad de moléculas igual al niimero de.
Avogadro (1776-1856), que aproximadamente es

602213670000000000000000, (1.3)
la masa de un protén en gramos es aproximadamente
0.0000000000000000000000000016726231 . ..

Conviene entonces usar respectivamente las representaciones 6.0221367 x 10%,
1.6726231 x 10~2". Los ordenadores usan internamente siempre esta representa-
ci6n, que se llama de punto flotante,* en independencia de que al producir salidas
por pantalla o impresora puedan transformar su representacion interna a otros for-
matos.

4El corcho que flota en ¢l puerto aparenta no moverse, pero sube y baja con la marea; el punto
de larepresentacion (normalizada) en punto flotante aparece tipogrificamente siempre en el mismo
lugar y sin embargo se mueve . ..
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1.5.2 Mantisa y exponente

Notemos que 60.221367 x 1022 y 0.60221367 x 102* son también representa-
ctones en punto flotante de (1.3). Para evitar tal multiplicidad de formas podemos
normalizar para que, si el nimero no es cero, su primera cifra no nula aparezca
inmediatamente a la izquierda del punto decimal. Con este convenio de norma-
lizaci6n, debemos usar 6.0221367 x 10?® y no 60.221367 x 1022 ni 0.60221367 x
10%, La parte 6.0221367 se llama mantisa del mimero y 23 es el exponente. El
niimero cero es especial: para €] la mantisa y el exponente no est4n definidos.

Para representar exactamente los niimeros reales deberiamos usar mantisas de
longitud infinita, cosa evidentemente imposible en la practica. Al calcular con
ldpiz y papel la longitud (finita) de la mantisa puede variarse de unos nimeros a
otros, p. €j. podemos escribir (2.0 x 10%)/(3.0 x 10') = 6.666 x 10'; datos con
mantisa de dos cifras, cociente con mantisa de cuatro. En los ordenadores (salvo
excepciones) la longitud de la mantisa estd fijada y es la misma para todos los
ndmeros.

Ejemplo 1.5.1 Un sistema rudimentario que tuviese una mantisa de sélo dos cifras jcudntos
mimeros del intervalo 1 < z < 2 puede representar? Respuesta: once, 1.0 x 10%, 1.1 x 109, ...,
2.0 x 10°%; el continuo 1 < z < 2 se reemplaza por un conjunto discreto. En ese sistema sélo
podemos manejar V2 como 1.4 x 10°, con un error aproximadamente del 1 %. Entre 1 y 10, 1a
distancia entre ndmeros de punto flotante consecutivos es una décima; entre 10 v 100 los ntimeros
van de unidad en unidad, ...

Los sistemnas reales poseen mantisas més largas, pero el principio es el mismo: en el ordenador
se substituyen intervalos continuos por conjuntos discretos. [

Ejemplo 1.5.2 En el entorno de MATLAB?® con cuya ayuda se ha escrito este libro, el nimero
‘siguiente’ al 1 es 1+eps, donde eps = 2752 & 2.2 x 10718, El hecho de que eps sea una potencia
de dos es consecuencia de que los ordenadores usan aritmética binaria (de base dos) y no de base
10. Ejecutar el comando (1 + 0.4 x eps) — 1 da por resultado 0: el nimero de punto flotante mds
proximo al 1+ 0.4 x eps es el 1 ;Cudl es el resultado de ejecutar el comando (1 + 0.6 x eps) — 17
&

1.5.3 La aritmética de punto flotante

Como consecuencia de la representacién en punto flotante, la aritmética del
ordenador es diferente de la ‘verdadera’. Estudiemos algunos ejemplos.

SEn MATLAB la mantisa es mds larga que la que por defecto tienen otros sistemas (que por
tanto son menos precisos).
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Ejemple 1.5.3 Substraccién de nimeros proximos. Consideremos otra vez el sistema rudimen-
tario de mantisa de dos cifras en base 10. En €l la mejor representacién posible del niimero real
157 /34 =~ 1.38 es 1.4 x 109 (con error de aproximadamente 1 %}. Si en ese ordenador calculamos
z* — y* donde z* es la versién del ordenador de 2 = +/2 e ¥* es la versién del ordenador de
y = 157 /34 obtendremos 0, cantidad errénea por completo como aproximacién a z —y = 0.0282
(que, por otra parte, se puede representar en el ordenador por 2.8 x 1072 con error de aproxi-
madamente el 1 %). En general, al restar dos niimeros de coma flotante x*, y~ aproximaciones a
niimeros reales x, y muy proximos entre si, se obtiene un mimero ©* — y* que aproxima mal a la
verdadera diferencia © — y. Conviene pues formular siempre los algoritmos de modo que se evite
substraer cantidades casi iguales. []

Ejemplo 1.5.4 Fulta de asociatividad de la aritmética de coma flotante. Si las variables x, y,
z tienen valores 1 x 102%, —1 x 10%°, z = 1, en MATLAB los comandos z+ (y+2) y (z+y) + 2
conducen a los valores 0, | respectivamente. |

Ejemplo 1.5.5 Para hallar el valor de la suma S, del Ejemplo 1.2.1 hemos usado primero el
bucle

suma = 0;

fork=1:n

"suma = suma + 1/(k¥k);

end
v luego el bucle

sumainy = ;

for k'=n:-1,1

sumainv =1/(k*k)}+ sumainv;

end
En el segundo los términos se incorporan a la suma de derecha a izquierda, esto es comenzan-
do por los menores. Con numeros reales se tendria que suma coincidiria con sumainv. Con
n igual a cien millones, en el ordenador se obtiene suma = 1.64493396684726 # sumainv
= 1.64493396684823.5

Recordemos que para esta serie se conoce analiticamente el valor de la suma 72 /6, expresién
que en MATLAB toma e! valor 1.64493406684823. El resultado de sumainv difiere de él en
exactamente una diezmillonésima, en armonia con la cota del Ejemplo 1.4.1. Sin embargo el valor
de suma viola la cota; esto muestra que el resultado del primer bucle se ve afectado por errores que
provienen de 1as operaciones aritméticas de coma flotante (ademds del que se debe a reemplazar S
por la suma parcial S,,, y del resultante de no ser .S exactamente representable en coma flotante).
En general ha de evitarse sumar reiteradamente sumandos de pequefia magnitud a una cantidad

grande, siendo preferible sumar primero las cantidades pequerias entre si'y luego agregarlas a la
grande. [

SEsto ilustra de nuevo la falta de asociatividad de la aritmética de coma flotante. Los bucles
difieren s6lo en la forma en que se agrupan los sumandos de 1 + 1/4 +- .. + 1/n?



20 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS NUMERICO

A veces a los errores derivados de la mantisa finita que usa el ordenador se les
llama, con denominacién ur tantc imprecisa, errores de redondeo.™

Problema 1.5.1 Resolucidn de la ecuacion de segundo grado. La ecuacion de segundo grado
ax? + bz + ¢ — 0 se resuelve de ordinario por las férmulas

—b+ 8% — dac —b — /B2 — dac
H=—-" Fg= —F (1.4)
2a 2a
Pruebe que si se define
2
2e e (1.5)

DT TVR dae P VB —dac

entonces &1 = ¥, y 2 = Yz. Cuando a = 1, b = 12345678987, ¢ = 1 evaliie en su ordenador
Z1, T2, Y1. Yo. Repita cambiando el signo de b, Observe cémo cada resultado que se ha obtenido
mediante resta de cantidades préximas es claramente erréneo.

1.6 Costo operativo y eficiencia

Un mismo problema suele poder resolverse por diversos métodos numéricos.
(Cémo decidirse por uno? El tamafio de los errores es ciertamente un criterio
itil: podriamos elegir el método que diese menores errores. No obstante hay un
criterio mejor: nos quedaremos con el método que, dando errores dentro de unos
limites predeterminados, necesite el menor trabajo. Esta preocupacion por estudiar
1a eficiencia de los diversos métodos es un rasgo distintivo del andlisis numérico.
La eficiencia depende tanto del tamafio de los errores como del costo operativo
del método. Aquellas tareas para las que, en un momento histérico dado, no se
dispone de un método aceptablemente eficiente no se pueden llevar a cabo.

Nustraremos la idea de costo operativo con un algoritmo sumamente 1ltil: el
de Horner (1744—1834).7

"En rigor, el error de redondeo es el que se comete al ‘redondear’ un niimero no representable
en el sistema de coma flotante utilizado para convertirlo en el nimero de coma flotante més préxi-
mo.

* #No confunda 1a aritmética que usa el ordenador (sujeta a errores de redondeo) con la que
empleatremos en el libro para enunciar y probar teoremas sobre los métodos numéricos. La segunda
es la aritmética ‘verdadera’ (sin errores de redondeo).

9Horner propuso en 1819 este algoritmo, que-en Espaia se suele asociar al nombre de Ruffini
(1765-1822) (quien lo usé en 1809). Hay ejemplos de su empleo en 1la Edad Media en China y
Persia. Y en Europa era bien conocido de Newton (1643-1727).
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Ejemplo 1.6.1 Método de Horner para evaluar polinomios. Supongamos que deseamos hallar
el valor de un polinomio cudrtico ag + @12 + azx® + azz® + agz?* (los a; son nimeros reales
conocidos) para un valor dado z; de la variable z. El método mds ingenuo halla sucesivamente
los productos 23 = zg * g, T3 = m_% * Zg, T§ = T§ * Tp con un coste operativo de tres multipli-
caciones, luego los productos o, * zf, (otras cuatro multiplicaciones), y finalmente hace las cuatro
sumas/restas. (Que sean efectivamente sumas o restas depende del signe concreto que vayan te-
niendo los sumandos; para sumar 48 y —27 hay que restar.) En total cvatro sumas/restas y siete
multiplicaciones. Sin embargo haciendo las operaciones en orden

ag + Tg * [al + g * [a2+x0*[a3+mo*a4]]] (1.6)

sélo son precisas cuatro sumas/restas y cuatro multiplicaciones. Para un polinomic de grado NV
el método ingenuo requiere N sumas/restas y 2N — 1 multiplicaciones, el método (1.6) llamado
de Horner o de multiplicacién encajada usa NV sumas/restas y IV multiplicaciones. El de Horner
es pues mds eficiente. Si sélo se va a evaluar una vez un polinomio y se usa un ordenador, no
hay diferencia entre emplear uno u otro método. Si, como a veces ocurre, dentro de un programa
complejo hay que evaluar millones de veces, usar uno u otro método puede significar tener que
esperar el resultado dos horas o s6lo una. Si calculamos con papel y ldpiz en un examen, usar un
mal método puede implicar no tener el resultado a tiempo. []

Problema 1.6.1 Definicion formal del algoritmo de Horner. Bl método o algoritmo de Horner
para evaluar en 2 el polinomio P(z) = ag + a1z + -+ | axz” consiste formalmente en las
siguientes operaciones

qN—1 . aN,
gN-i-1 = gN-—i%ot+ AN i=1,..,N,
P(zo) = g-. (17

Compruebe que cuando N = 4, este algoritmo lleva a cabo los cdlculos indicados en (1.6)

Problema 1.6.2 Horner con ldpiz y papel. Para el cilculo con lépiz y papel el algoritmo (1.7)
suele disponerse en la forma

an an—1 Gy—2 e a1 ag
To qn-1%0 dN-2%0 ... q1%p  Godo
lgv 1 anv—2  aN—3 ... @ g1

Use este esquema para evaluar Q(z) = —12 — 72 — dx® + 2* + 2B en g — +£1, £2, 43,14, 16
y +12. ;Cudles son las scluciones enteras de la ecuacién @z} = 07

Problema 1.6.3 Horner en la calculadora. Algunas calculadoras de bolsillo baratas sélo pue-
den guardar en memoria un nimero §cémo llevaria a cabo en ellas el algoritmo de Horner?

Problema 1.6.4 Horner y divisién de polinomios. Demuestre que en (1.6), g_1 es el resto de
la divisién de P(zx) entre x — g y que los ¢;, 7. = 0, ..., N — 1 son los coeficientes de las potencias
z* en el correspondiente (polinomio) cociente.
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Problema 1.6.5 Cambio de origen en un polinomio. Dado el polinomio P(x) = ag + a1z +
oo+ anr? (conocemos los g;), deseamos expresarfo en potencias de z — g, es decir hallar los
b; para que P(z) = by + b1(x — o)+ --- + b (z — xo)?. Bscribiendo

P(z) :bg+(:c—azo)[bl +(f£—$0}["'[bN—1 +bN(:L‘—1'0}]---]]

vemos que los b; son los restos que se obtienen al dividir sucesivamente entre 2z — ;. Dé un
esquema para calcular con ldpiz y papel los b; afiadiendo filas al esquema de Horner usual. Halle
el costo operativo. Escriba un programa de ordenador que lleve a cabo 1a obtencién de los b;.

Problema 1.6.6 Usando el esquema manual del problema precedente escriba 14z-+(1/2)x2+
(1/6)z® en potencias de z — 1. (Larespuesta es (8/3) + (5/2)(z — 1)+ (z — 1)2+(1/6)(z — 1)3.)

Problema 1.6.7 Cambio de origen en un polinomio. Continuacién. ;Cémo escribir en poten-
cias de © — 2 un polinomio cuyos coeficientes en potencias de z — z; se conocen? (Indicacién:
reduzca el problema al de expresar en potencias de y — yo un polinomio cuya expresién en poten-
cias de y es conocida.)



Capitulo 2

Interpolaciéon de Taylor

2.1 Polinomios de Taylor, estudio algebraico

Consideremos la funcién!
fla) = /(; e~ ds, 2.1)

cuyos valores se necesitan al estudiar la distribucién normal en cédlculo de proba-
bilidades (vea (1.1)). Hallar tales valores no es cosa inmediata. Sin embargo, si es
fécil encontrar los valores f(0), f'(0), f7(0), ..., de la funcién y sus derivadas
sucesivas evaluadas en x — 0. En efecto, por el teorema fundamental del calculo,

fla)=e=,
de donde

2

@) = 2w,
(@) = =27 + 4e?e™,
y evaluando en x = (
f0}=0, f(O)=1 fY0)=0, f"(0)=-2

Evidentemente podriamos seguir calculando derivadas de orden superior, pero lo
dejaremos en la tercera. Nos planteamos ahora encontrar un polinomio P tal que

P(0)=0, P(0)=1, P"(0)=0, P"(0)=—2. 2.2)

!Ya indicamos que esta funcién no es elemental: no se puede expresar combinando un niimero
finito de funciones “usuales’: polinomios, trigonométricas, etc.

23
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Presumiblemente, al P interpolar a f en el sentido de compartir conellaenz = 0
los valores de las derivadas de érdenes 0 a 3, no serd una funcién muy diferente de
la propia f y quiz4, en vez de evaluar f podriamos evaluar P. 2 ; Podremos hallar
un polinomio que satisfaga las condiciones (2.2)?

Conviene plantearse la signiente cuestién mds general, cuya solucién conduce
a los llamados polinomios de Taylor (1685-1731) de una funcién, polinomios de
uso constante en todas las matemadticas.

El problema de interpolacién de Taylor. Dados un entero no negativo NV, un

punto g de la recta y los valores f{zo), f'(zo), - .., f%¥(zo) de una funcién y sus
N primeras derivadas en x5, encontrar un polinomio de grado < N, tal que
P(zo) = fzo),  P'lmo) = f(mo), ..., PW(zo) = fMm). (2.3)

(Naturalmente se requiere que la funcion f tenga N derivadas en el punto x;.)

Teorema 2.1.1 El problema de interpolacidn de Taylor tiene solucidn iinica, que
se llama polinomio de Taylor de grado < N de la funcion f en el punto .

Primera demostracion. En la demostracién mds ingenua buscamos P por coefi-
cientes indeterminados, esto es escribimos

P(x)=ap+az+--+anz" (2.4)

y tratamos de buscar los N + 1 coeficientes desconocidos a; para satisfacer las
N + 1 condiciones en (2.3). Derivando obtenemos los polinomios P'(z), P"(x),
ey PO (),
ag + aixz + ax* + - + ayz®,
a; + 2ax + -+ + Nayzh—1,
2a3 -+ + N(N —Dayz™72,
N{(N —-1)---1lay,
donde observamos que los términos en la diagonal son de 1a forma ¢!a;. Evaluando

las derivadas en z; e igualando a los datos del problema tenemos un sistema lineal
triangular de N - 1 ecuaciones y otras tantas incognitas:

ap - a1 Ty + .- + G,NQJ'E’)V = f(ﬁ'}g),

ap  + -0+ Nayzy ™ f'{zo),

N(N—i)---la,N : FO) (z0).

2Los polinomios son muy sencillos de evaluar, vea la Seccién 1.6.
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La tltima ecuacién determina ay = f¥)(xp)/N'; llevando este valor a la pendl-
tima ecuacién hallamos ax_1; llevando éste a la antepeniltima se tiene ay_o ¥y
asi siguiendo este proceso, llamado de sustitucion regresiva, determinamos todos
los a; y con ello el polinomio £.0O0

Segunda demostracion. El método anterior es laborioso. Puede encontrarse P
mds ficilmente si en vez de buscarse en potencias de z como en (2.4) se busca
como una combinacién lineal

P($) ES bo + bl(ﬂ? - 330)2 + bg(ﬂ? — 330)/21 + -t bN(.’L' .’L‘O)N/N'

de los polinomios (z —z¢)¢/i!,7 = 0, 1,..., N. Derivando el nuevo formato de P,
evaluando en z; e imponiendo (2.3) como en la demostracién anterior, obtenemos
un sistema de ecuaciones lineales para los b;. La ventaja es que ahora el sistema

es trivial

bo = flzo),

bl = f’(ﬂ?o),

by = [™(z),
con’lo que

P(z) F(zo) + f'(zo)(z — o)
)2 —zo)V
e 1) S @) S, e

que es la forma usual de escribir el polinomio de Taylor. O

. Escrito en la forma (2.5), P(x) tiene una propiedad notable: al suprimir el
ultimo sumando se obtiene el polinomio de Taylor de grado < N — 1, al suprimir
los dos ﬁltim(_)s el de grado < N — 2, etc.

Ejemplo 2.1.1 Para (2.2) el polinomio de Taylor (de grado < 3) es P(z} = z — (1/3)z° La
Figura 2.1 muestra la funcién f (linea continva) y el polinemio P (trazos); para |z| < (1.5 ambos
son indistinguibles, para otros valores de x se separan apreciablemente. ;Cudl es el polinomio de
Taylor de grado < 1 de nuestra funci6n en zg = 07 ;Qué significa geométricamente la recta cuya
ecuacién es este polinomio? [

Problema 2.1.1 Para la funcién (2.1) escriba, usando la férmula (2.5), los polinomios de Tay-
lorenzg =0para N =0,1,2,3,4,5,6,7. ;Son distintos dos a dos?

Problema 2.1.2 Polinomios de Taylor que conviene retener de memoria. Use la férmula (2.5)
para hallar los polinomios de Taylor de grado < N en zp = 0 de las funciones ¢%, sinz, cosz,
1/(1 + ), log(1 + x).



26 CAPITULO 2. INTERPOLACION DE TAYLOR

£(x)

Figura 2.1: Funcidn (linea gruesa) y polinomio de Taylor de grado < 3 para el Ejemplo 2.1.1

Problema 2.1.3 Obtencion prdctica de polinomios de Taylor. Use (2.5) para hallar para o = 0
yN =1,2,...,6el polinomio de Taylor de e ;Observa que esos polinomios son muy féciles
de escribir para quien sabe de memoria los polmomlos de Taylor de e*? Integre ahora en [0, «
término a término los polmomlos de Taylor de e y obtendrd los polinomios de Taylor del
Problema 2.1.1. Compare el trabajo requerido en el presente problema con el que se necesitd en
el 2.1.1. En general el cdlculo de las derivadas sucesivas de la funcidon en el punto es el peor
camino para encontrar un polinomio de Taylor. Es mejor ir combinando desarrollos ya conocidos
partiendo de unos cuantos que se saben de memoria.

Problema 2.1.4 Escriba el polinomio de Taylor de grado dos de e® en zg = 0. Usando el
Problema 1.6.6 pase ese polinomioc a potencias de © — 1. Por otro lado halle el polinomio de
Taylor de grado dos de € en zy = 1. ; Coinciden ambos resultados?

Problema 2.1.5 ;Importante! Si en el problema de Taylor la funcién f es ella misma un
polinomio de grado < N, ;cudl es su polinomio de Taylor de grado < NN en xp7 (Selucidn: el
polinomio de partida. No se precisa hacer ningiin cilculo si se utiliza la unicidad garantizada por
el teorema de esta seccidn,)

Sin derivar ninguna funci6n y sin usar el 14piz ;cudnto valen las derivadas sucesivas de f(z} =
1 — 7z +m?2? — 2° evaluadas en el origen? (Respuesta: f'(0) = —m, f7(0) = 2=2, f(0) = —
y las restantes son nulas.)

Problema 2.1.6 Cdiculo de las derivadas sucesivas de un polinomio en un punto. Use el pro-
blema precedente para demostrar que si un polinomio se escribe en potencias de = — g, los coefi-
cientes correspondientes son las derivadas sucesivas del polinomio evaluadas en xq divididas por
los factoriales. Explique entonces cémo usar el algoritmo de Horner para evaluar en un punto zg
un polinomio dado v sus derivadas hasta la m-ésima (use el Problema 1.6.5). Escriba un programa
de ordenador que efectie esa tarea. Cuente las operaciones requeridas.
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Problema 2.1.7 Sien el problema de Taylor el polinomio sujeto a las condiciones (2.3) se bus-
case de grado < N + 1, la solucidn existiria pero ya no serfa dnica. Encuenire todos los polinomios
de grado < N + 1 que satisfagan (2.3) (solucién: P(z) + c(z — zo)V*?, con c constante arbitraria
v P(z) el polinomio de Taylor de grado V). Encuentre todos los polinomios que satisfagan (2.3)
(solucién: P(z) + (x — x0)V 1 Q(x), con Q(z) polinomio arbitrario).

Problema 2.1.8 Paridad del polinomio de Taylor. Una funcién f real de variable real es par
(respectivamente impar) si estd definida en un intervalo simétrico (—a, a) y f(z) = f(—z) (resp.
f(z) = —f(—=)). Demuestre que un polinomic es una funcién par (resp. impar) si y sélo si al
escribirlo en potencias de x sélo contiene potencias pares (resp. impares). ;Qué se puede decir de
la derivada de una funcidén par (resp. impar)? (Antes de contestar haga una grifica.) Demuestre
que el polinomio de Taylor en o = 0 de grado < N de una funcién par (resp, impar) es par (resp.
impar). Estudie a continuacién el caso xg # 0.

2.2 Notaciones 0 y O de Landau

En la Figura 2.1 hemos observado cémo el error f(z) — P(x) que se comete
al tomar el valor P(z) del polinomio de Taylor como aproximacién al valor f{x)
tiende hacia O rdpidamente cuando z — z, = 0. Antes de medir la velocidad
de esa convergencia, presentaremos las notaciones de Landau (1877-1938), que
vamos a emplear. Comencemos reflexionando un poco.

Ejemplo 2.2.1 Pensemos en un cubo de aristas de longitud = > 0. Cuando & decrece, el cubo
tiene cada vez menos volumen y masa relativamente a su superficie: por eso el viento arrastra
granos de arena y, salvo huracanes, no arrastra adoquines. Para z > 0 chica, Ia funcién volumen
V(z) = z* es pequefia en términos absolutos (los granos de arena tienen poco volumen) pero
no es esa pequefiez la que es relevante aqui (los granos de arena también tienen poca superficie
y el viento hace poca fuerza sobre cada uno). Aqui lo decisivo es que el volumen es pequefio
comparado con la superficie S(z) = 6z2.

{Como traducir esto a mateméticas? La pequefiez absoluta de la superficie y el volumen de un
cubo de arista pequefia se corresponde con las afirmaciones “S{z} — O paraz — 0"y “V{z) — 0
para & — (.” Para subrayar: si usted me da un valor de la superficie ¢ que considere pequeiio,
le encontraré un tamafio de arista § por debajo del cual los cubos tienen superficie inferior a e,
y andlogamente para el volumen. La pequefiez relativa del volumen respecto a la superficie se
corresponde con la afirmacién “V(z)/S(z) = z/6 — 0 cnando =z — ().” Ahora lo que se afirma
es que, elegido ¢ existe § tal que si 0 < 2 < & entonces |V (z)|/]|5(z)| < €6 |V{z)| < €| S{x)|.[]

Ejemplo 2.2.2 E! economista Malthus (1766--1834) pensaba que en el futuro el progreso de
la humanidad se detendria porque la cantidad de alimentos A crece linealmente como funcién
del tiempo ¢ y la poblacidén P crece exponencialmente. Segiin él, aunque absolutamente cada vez
habrd mds alimentos, cada vez habrd mas hambie porque el cociente A/P (alimentos para cada
habitante) tiende hacia cero, []
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Ejemplo 2.2.3 La aproximacién dé Stirling (1692—1770). Frecuentemente se aproxima el va-
lor de n! por el de s, = n"exp(—n)v/2mn. Para n = 6, es 6! = 720 y la aproximacién vale
710.0...con error menor que 10. Duplicando el valor de n, para n = 12, el error supera los tres
millones. ;Cémo puede ser la aproximacion til? En realidad, 12! =479 001 600 y la aproximacién
es 475 687 486.4.. ., con un error relativo inferior al 7 por mil; para n = 6 el error relativo es del
14 por mil. Puede demostrarse que el error absoluto nl — s,, — oo, pero el cociente (error relativo)
[n! — s,,|/n! tiende a 0, es decir el error crece més despacio que el factorial.” [

Escribimos f = o(g), x — xo y leemos “f es o pequefia de g cuando x tiende
a x9,” si para x proximo a xo, T 7 xo, [y g estdn definidas, g no se anula y
iy f(2)/g(z) = 0. (“Para 2 préximo a z,” es una manera breve de decir
“existe r > 0 tal que para cada x con |z — zy| < r”.) La afirmacién f = o(g)
traduce mateméticamente la idea de que al acercar x a zy, f(xz) se vuelve des-
preciable frente a g(z). (No se afirma nada sobre el tamafio absoluto de f(zx).)
La notacién de Landau también se¢ usan cuando xg es oo y para sucesiones. Si
fi — fo = o(g) cuando & — ¢, también se escribe f; = f2 + o(g), etc.

Ejemplo 2.2.4 Enlos ejemplos anteriores, V' = 0(S)} cuando z — 0,y A = o( P) cuando t —
co. En el primer ejemplo V es (en términos absolutos} pequefia, en el segundo A es (en términos
absolutos) grande. En la aproximacion de Stirling el error n! — s, es o{n!) cuando n — co. OJ

Ademads de la notacion o pequefia, aparece frecuentemente otra llamada “O gran-
de”. Escribimos f = O(g), £ — xoy leemos “ f es O grande de g cuando x tiende
a xy,” si existe una constante K > 0 tal que para x préximo a xo, f y g estdn
definidas y satisfacen | f(x)| < K|g(x)|.

Problema 2.2.1 De las siguientes afirmaciones ;cudles son ciertas cuando = — 07 (i) 22 -
o(z?), (i) % = O(z®), (iii) z° = o(z?), (iv) z* = O(z?), (V) sinz = o(1), (vi) €% = o(1), (vii)
sing = O(1), (viil) sin z = 2+ o(x), (ix) v/]|z| = o(), (x) sinz = o(x+/]z[). Repita el ejercicio
suponiendo ahora que x — co.

Problema 2.2,2 ;Dénde falla el siguiente razonamiento? Cuando x — 0, se tiene © = o(1),

z? = o(1), luego z = z°.

Problema 2.2.3 Cuando z — 0 jes 1000z? o pequefia (despreciable) frente a z? ;Cudnto
valen las funciones 100022 y  en o = 0.1? ; Ve alguna contradiccién en todo esto?

*En otras palabras s,/n! — 1 6, como se suele decir, n! y la aproximacién de Stirling son
(infinitos) equivalentes: n! ~ s,. Para el error relativo se demuestra que [n! — s,]|/n! ~ 1/(12n)
{paran = 12, 1/(12n) ~ 0.007).
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2.3 Polinomios de Taylor, caracterizacion analitica

Las funciones

(z — x0)? (z — z)™

20 7 T 7 NI
que sirven de base para escribir el polinomio de Taylor (2.5) tienen la propiedad
de que, cuando © — xg, cada una es o pequefla frente a cada una de las que
la preceden. Por tanto, cuando z se acerca a xy cada sumando de (2.5) es una
correccion pequenia de los sumandos anteriores. Esta pequefiez es en el sentido
del limite z — z4: para un valor concreto de z muy bien puede ser cada sumando
mayor (en médulo) que todos los precedentes (Problema 2.2.3).

Veremos seguidamente que el error de interpolacién de Taylor f(z) — P(x)
resulta a su vez despreciable frente a la méis despreciable funcion de la escala
(2.6).

1, (z-z), (2.6)

Teorema 2.3.1 Para N > 1, sea f una funcidn para la que el problema de Taylor
se pueda proponer, esto es, una funcion N veces derivable en . El polinomio de
Taylor P verifica

f—P=o({z— z0)"), I — Tp. 2.7

Ademds, P es el tinico polinomio de grado < N con esta propiedad, y por ello
(2.7) caracteriza al polinomio de Taylor entre todos los de grado < N.

Demostracion. Tenemos que probar que
L f(@) - P@)
z—=xz0 (x — a)V

es nulo. Nos encontramos ante una indeterminacién 0/0. Si N > 2, aplicando la
regla de 1'Hdpital (1661-1704), hemos de estudiar el nuevo limite

- P
T N(.’E — .’L'(])NAl,

que es también indeterminado. Continuando las aplicaciones de la regla hasta un
total de N — 1 (cosa posible pues f es N — 1 veces derivable con continuidad en
el entorno de z) se llega al limite

T—Zo Nl(z — )
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T bl P f— B S f—=51
01 | 1.136 788 | 1.100 000 | 0.036 788 | 1.050 000 | 0.086 788
0.01 | 1.011 050 | 1.010 000 | 0.001 050 | 1.005 000 | 0.006 050
0.001 | 1.001 000 | 1.001 000 | 0.000 032 | 1.000 500 | 0.000 532
0.000 1 | 1.000 101 | 1.000 100 | 0.000 001 | 1.000 050 | 0.000 051

Tabla 2.1: Errores al aproximar f(z) = exp(z) + sin{z+/|z|) por su recta de Tayloren 2o = 0y
porlarectay = Si(z) =1+ 0.5z

o, cdlculando la derivada N — 1 del polinomio,

@) - [P Do) + D)o~ m)]

1f

E—HG0 N‘(.’L‘ — &30)
1., fW D) - f Do) v
I ﬁ mll’n-ﬂ‘"-lc) r—=Tp - f (:BO)

Este es 0 por definicién de f&V) (o).

Probemos ahora la unicidad, razonando por reducci6n al absurdo. Si hubiese
dos polinomios distintos, digamos @ y R, de grado < N que satisficiesen (2.7),
entonces, restando f — R = o{(z — zo)™) de f — Q = o{(z — zo)"), concluimos
que R — Q = o((z — z)"). Pero, segtin el Problema 2.3.1, entonces R-Q=0
y tenemos una contradiccion. O

Ejemplo 2.3.1 Segin el teorema, el polinomio de Taylor de grado < 1, P () = flzo) +
§'(zo)(x — mo) (cuya gréfica es la recta tangente en (zq, f (z0)) a la grifica de y — f(x)) esel
tinico de grado < 1 para el que [f(z) — Pi{x}|/(z — z0) — 0 cuando z¢ — 0.% Para la funcién
flz) = exp(z) + sin{z+/]z]) y zo = 0, es Py(z) = 1 + z. En la Tabla 2.1 compare los tamafios
de f(x) — P1(z) y de x al irse acercando z a 0.

Hemos considerado también el polinomio S1(z) = 1+ 0.5z. El error f(z) — S1(z) tiende
a 0 cuando z — 0, pero no es o{z) (de hecho, [f(x) — S1(x)]/x tiende a 1/2 — demuéstrelo—
y no a 0). Para z = 0.1 el error en Py (&) es aproximadamente la mitad del error en Si{x}); para
z = 0.0001 es sélo la quincuagésima parte. [

4Esta afirmacién no es sino la definicién de derivada, ligeramente enmascarada. Para que
f(z) — [A + Bz — x0)] sea o{z — mo) es claro que hay que tomar A = f{zp) y entonces

imponer que
- J(@) -~ [f(m0) + Bla — zo)]

r— Iy

S(@o)l/(z — zo).

=0

conduce a que B ha de ser el limite de [f(x)
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Ejempio 2.3.2 Para el polinomio de Taylor de grado < 3 del Ejemplo 2.1.1, serd f(z) —
P(z) = o(z®) cuando z — 0. Todavia més, x — (1/3)x® es también ¢l polinomio de Taylor de
grado < 4y por ello el error serd incluso o(z*).” Para z = 0.1 el error es & 9.97 x 10~7; para
z = 0.01, es® &~ 1.00 x 10711, O

Ejemplo 2.3.3 Enlafuncién f(z) = 1 — = + mx? + 231 + 22, es obvio que 23/1 - 22 =
o(z?) cuando z — 0. Del teorema se desprende, sin hacer célculo alguno, que el polinomio de
Taylor de grado < 2 relativo a 1p = 0 es 1 — x + w2°. Sin necesidad de derivar, se concluye que

fO)=-1y f7(0) = 2=. O

El andlisis matemdtico emplea el teorema anterior para determinar las propieda-
des de una funcién f cerca de un punto z; a través del estudio de las propiedades
de uno de sus polinomios de Taylor en z; de grado adecuado.

Ejemplo 2.3.4 Consideremos una funci6n con f'{zg) = 0, f"{zg) > 0. Entonces el poli-
nomio de Taylor Py(z) = f(xg) + f"(xo){z ~ x0)?/2! tiene un minimo en = zp, pues para
x # xo el segundo sumando es > 0, luego Pa(x) > Pa(xp). ¢ Qué le ocurre a la funcién? Escri-

bamos
(z — xg)*?

f@) ~ flwo) = f"(z0) al

+ [f(z) - Pa(}];

en el segundo miembro, segiin el teorema, el corchete es despreciable frente al primer sumando
cuando © — z;. Para x suficientemente préximo a xy el corchete es, en valor absoluto, menor que
el 10 % del primer sumando, de modo que, aunque el corchete sea negativo, el segundo miembro
es positivo. En resumen f(z) — f(zq) > 0 para z pr6ximo a zy y decimos que f tiene un minimo
relativo en zqg. Observe que en el razonamiento no basta con que el corchete sea pequefio; debemos
saber que es mds pequeiio que el primer sumando, y éste tiende a 0 cuando z — zg.[]

Problema 2.3.1 Pruebe que si un polinomio P tiene grado < N (N es un entero no negativo)
yes tal que P = o((z — zo)}¥), £ — z0, entonces P es idénticamente nulo . (Indicacién: Escriba
P en potencias de z — g y vaya probando que todos los coeficientes son nulos, comenzando por
el término independiente.)

Problema 2.3.2 Para la funcién f en (2.1) y cuando z — 0 encuentre todos los polinomios ¢
de grado < 3 tales f — @ = o(1). Idem f — Q = o(z). Idem f — Q = o(z?).

SUsando el teorema de la seccién siguiente se tiene f(z) — P(z) = (1/120)f®)(&,)x® con
|€z| < |z|. Cuando z tiende hacia 0 lo hace &, y porello f(z)—P(z) = (1/120)f (0)$5+o( 5,
resultado mds fuerte que f(z) — P(z) = o(z*).

6A la vista de la nota precedente, esto sugiere que £(3/(0) = 12. Derive (2.1) cinco veces y
evaltie en 0 para comprobar la validez de esta conjetura.
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2.4 Cotas del error

Los resuitados de la seccién precedente dan informacion sobre f(z) — P(x) en
el limite = — xq, pero no permiten medir la diferencia f(z) — P(x) en un valor
de x concreto que hayamos fijado. Acotemos ahora este error’ de interpolacion.

Teorema 2.4.1 Error en el polinomio de Taylor; forma de Lagrange (1736-1813).
Sean x, Ty dos niimeros reales distintos y sea f una funcion con N derivadas
continuas en el intervalo cerrado de extremos x, x. Supongamos, ademds, que la
derivada fN1) existe en el intervalo abierto de esos mismos extremos. Entonces,
hay un punto £, comprendido estrictamente entre T y x tal que

: N+1
_ P(z) = f e B 2" 28
f@) ~ Pla) = 1O S 8
Demostracién. En toda la prueba es importante que piense que z es un nimero
fijado. Definamos M = [f(x) — P(z)]/(z — z0)™ T, con lo que f(z) — P(x) =
M (x — o)™ y hay que probar que existe & en el intervalo anunciado de suerte
que fYHD () = M(N 4 1)!. Se forma la funci6n auxiliar

F(t) = f(t) — P(t) — M(t — zo)"",

en la que hemos Ilamado ¢ a la variable independiente porque el simbolo x ya se
estd utilizando para otro fin. Como

FOD () = F () _ (N 4 1)!

basta probar que F(N+1)(¢) se anula en algin punto del intervalo anunciado.

De la definicién de M se sigue que la funcién F' se anula cuando a su variable
t se le da el valor numérico z. Por otro lado se calcula inmediatamente que en
t =zgseanulan F, F', ..., FN)_ Por el teorema de Rolle (1652-1719), F(z) =
F'(x0) implica que F” se anula en un punto 7, entre z y z. Del mismo modo,
F'(m) = F'(x) implica que " se anula en un punto 7, entre 7, y zo. Iterando
el argumento se llega al cero £ de F(V1) O

Cuando la funcién f es ella misma un polinomio de grado < N, el polinomio
de Taylor P(z) coincide con ella (Problema 2.1.5) y el emmor f(z) — P(z) es
idénticamente nulo; el segundo miembro de (2.8) es idénticamente nulo por serlo
la funcién derivada N + 1 de un polinomio de grado < N.

7A veces ala diferencia f(x) — P(z) sc le llama resto en vez de error vy se habla de forma de
Lagrange del resto, etc.
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Corolario 2.4.1 Ademds de las hipdtesis del teorema, supongamos que, para ca-

da t en el intervalo abierto de extremos x, Ty, se verifica que | fN TV (2)|< Kyy1.

Entonces

|z — 20| T Ky
(N +1)!

Ejemplo 2.4.1 Para el problema de Taylor en (2.2), N = 3, tenemos f®)(z) (12 —
8z2)ze~®". Supongamos que —1/2 < z < 1/2, entonces |12 — 8| < 12 y podemos tomar
K4 =12 x (1/2) x 1 = 6. De acuerdo con (2.9), z — (1/3)z® aproxima a la funcién con error
menor que (1/16) x 6/24 = 1/64 < 0.02,si —1/2 < z < 1/2. Vea también el Problema 2.4.2. 0]

|f(z) = P(z)] <

(2.9)

Ademds de la forma de Lagrange, hay otras formas qtiles de escribir la dife-
rencia f(x) — P(z); la siguiente es la més relevante. Note que se requieren més
hipGtesis sobre f que en la forma de Lagrange y que, a su vez, ésta requiere mas
hipétesis que las que se necesitan para poder construir P.

Teorema 2.4.2 Error en el polinomio de Taylor; forma integral. Sean z, zg dos
niimeros reales distintos y sea f una funcion con N + 1 derivadas continuas en el
intervalo cerrado de extremos x, xy. Entonces, .

f(@) - P(z) = +

= f (z — 8) fN1) (5 ds. 2.10)
L Jxg
Demostracion. Vea el Problema 2.4.3. 0

Problema 2.4.1 Se va a disefiar una calculadora de bolsillo. Para que evaliie la funcién sin z
se la reemplaza por un polinomio, y se desea que para cada x real el error sea menor que 5 x 107,
Explique por qué se puede supener que 0 < 7 < w/2, Si se usa un polinomio de Taylor en
g = 7/4 ;qué valor de N hay que tomar?

Problema 2.4.2 En el Ejemplo 2.4.1 mejore la cota para f(x) — [z — (1/3)z®] teniendo en
cuenta que x — (1/3)z® es también el polinomio de Taylor de grado < 4 en g = 0, de modo que
es posible tomar N = 4 en (2.9).

Problema 2.4.3 Demuestre (2.10) integrando por partes reiteradamente.

Problema 2.4.4 Cdlculo aproximade de raices cuadradas. Sean a, b ndmeros reales cona >0
v a+b > 0. La férmula

Ve + z\/a+i\/_

ya se us6 en Babilonia hace casi 4000 afios. Por ejemplo v/31 = /25 +6 ~ 5 + 6/10 = 5.6 (el
verdadero valor es 5.567764), Pruebe que esta férmula equivale a usar ¢l polinomio de Taylor de
grado 1 de la funcién +/z en zq = e y evaluarlo en z = a + b. Demuestre que la aproximacién
dada por esta férmula es siempre por exceso. Dé una cota del error absoluto que se comete al usar
la férmula.
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Problema 2.4.5 Raices cuadradas. Continuacién. Hace 4000 afios no se conocia el célculo
infinitesimal jc6mo encontraron los babilonios la férmula anterior? Si b es pequefio va + b =
v/a + & donde § es pequefio. Elevando al cuadrado @ + b = a + 2v/ad + 82 y, despreciando &2
frente a d, serd b ~ 2,/ad, y de aqui la férmula. Utilice esta técnica para aproximar v/a + b por
un polinomio de grado < 2 en b. Histdricamente los polinomios de Taylor de las funciones mds
usuales se hallaron por diversos artificios antes de que Taylor demostrara que los correspondi-
entes coeficientes no son otra cosa que los valores de las derivadas sucesivas escalados con los
Jactoriales.

Problema 2.4.6 Raices de ecuaciones. Se considera la ecuacién 1 — z + A(z +z2 —z7) = 0,
donde 7 es la incégnita buscada y A un pardmetro conocido que toma valores pequefios. Si A = 0,
la dnica raiz es z = 1. Para A cercanc a 0, se busca una solucién z = z(A) = 1 + aX + bX2 |
- . Sustituya esta expresién en la ecuacién y determine los valores de a v b. De esta forma, ha
hallado el polinomio de Taylor de grado < 2 de la funcién z = x(}), cuya expresién analitica
desconocemos.® Evidentemente el procedimiento puede usarse para hallar polinomios de Taylor
de grado tan alto como se desee. -

2.5 Convergencia de la sucesion de los polinomios
de Taylor

Hasta aqui manteniamos, para una funcién f dada, fijos el entero N y el punto
To. Manteniendo f y g, vamos ahora a ir considerando los polinomios de Taylor
de grados 0,1, ..., NV, ..., que denotaremos por Py(z), Py (z), ..., Py(z), ... Nos
preguntamos si incrementando N podemos acercar tanto como queramos Py (z)
al valor de la funcién f(z), es decir, si serd cierto que

. P o (n) (:‘E - mo)n
flz) = lm Py(z) = lim Z_%f (%)T

En otras palabras nos preguntamos si f(z) es la suma de la correspondiente serie
de Taylor
& n r—xp n
f@) = 3§ () L2
n=0 n
Si la respuesta a esta cuestién fuese afirmativa, podrfamos hallar los valores de

f(z) con tanta precisién como deseasemos sumando un niimero (finito) suficien-
temente grande de términos de la serie.

*La existencia de esta funcién z = z(\) y de sus derivadas de cualquier orden puede garanti-
zarse por el teorema de las funciones implicitas.
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f(x)

X

Figura 2.2: La funcién f(x} = 1/{1 + z*) y sus polinomios de Taylor en zo = 0 hasta el grado
20, Po(z) = 1—2%, Py(z) =1—a?+z2%, . Pylz)=1-2%2+ --+2® En—1 <z < 1los
polinomios quedan alternativamente bajo y sobre la funcién, en cada z fijo convergen hacia f(x)
—aunque no uniformemente: cuanto mis préximo se halle x de +1 mds hay que elevar el grado
del polinomio para obtener una precisién dada. Para |z| > 1 la serie diverge. Aparentemente no
hay nada en la grafica de f que permita explicar el cambio de comportamiento en = — 11

f(x)

Figura 2.3: La funcién exp(—1/z?). Para = # 0 es estrictamente positiva. En 2y = 0 todas las
derivadas son nulas y por ello el polinomio de Taylor de grado < N es, para cada valor de IV,
idénticamente nulo. De acuerdo con la caracterizacién analitica de los polinomios de Taylor, la
funcidn, sea cual sea el valor de N, es o(z") cuando & — 0
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= Notemos ante todo que para que la cuestién esté definida se necesita poder
formar todos los Py, lo que requiere que f tenga derivadas de todos los
“6rdencs en xp,

» Aunque todas las derivadas existan, la serie quizd 1o converja para algunos
(o todos) los valores de = # x en que estemos interesados (Figura 2.2).°

= Aunque las derivadas existan y la serie converja, puede ser que la suma
no coincida con f(z). El ejemplo arquetipico lo da la funcién exp(—1/2?)
cuyas derivadas en zo = 0 son todas nulas (Figura 2.3). Por tanto la suma
de la serie es la funcién nula y no coincide con exp(—1/z?%).

Alinvestigar la convergencia de la serie de Taylor, x estd fijoy N — oo. Como
acabamos de ver, en este limite los polinomios de Taylor puedern no ser ttiles. Al
estudiar la caracterizacién analftica el proceso era otro: £ — zy con N fijo. En
ese limite los polinomios de Taylor siempre se comportan adecuadamente.

Problema 2.5.1 Usando las cotas de error de la interpolacién de Taylor demuestre que las
funciones sin z, cos z, €” son, para cada z real, la suma de sus correspondientes series de Taylor
enzp =0.Enelintervalo 0 < z < g represente graficamente, para cada una de las funciones, la
propia funcién y los polinomios de Taylor en zo = 0 de grados uno a diez. Ensaye varios valores
de a.

2.6 Cambio de escala

Partamos de una funcién f(z) y de su polinomio de Taylor (de grado < N) en
el origen (zy = 0)

IBN

o 2.11)

z

p@) = fO) + fO0) 3+ + f(0)

Si A # 0 es una constante, hagamos el cambic de variable z = AX y definamos
una nueva funcién F por F'(X) = f(AX). De este modo F'y f toman el mismo
valor cuando se evaldan en puntos X, z que se corresponden por el cambio. Para

las derivadas, los valores de F' en X y f' en z no coinciden, puesto que, en virtud
de la regla de la cadena, F'(X) = A\ f'(AX), F"(X) = A2f"(AX), etc.

* Se puede demostrar que dada una sucesién cualguiera de nimeros reales {a,) existe una
funcién para la cual ) (zp) = a,, para cada entero no negativo n. Eligiendo p. ¢j. a, = (n!)?1a
serie-no converge para ningiin & # xg.
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Ejemplo 2.6.1 Sea f(z) la funcién que da la abscisa (medida en metros) de un mévil cuando
lleva moviéndose = segundos y tomemos A = 3600. Entonces X es el valor del tiempo trans-
currido cuando la unidad de medida es la hora. Matematicamente ¥ y f son funciones distintas
entre si, porque evaluadas en un mismo punto (digamos en el punto 1) producen —en general—
valores distintos (F{1) # f(1)). Sin embargo esas funciones son representaciones de un mismo
movimiento: F(1) = f(3600) porque Ia abscisa es 1a misma tras una hora o tras 3600 segundos.
Las derivadas F' v f’ describen velocidades medidas en metros por hora o en metros por segundo.
Evaluar esas funciones derivadas en puntos que se corresponden, no conduce al mismo valor: la
velocidad en metros por hora es 3600 mayor gue la velocidad en metros por segundo. Para las
derivadas segundas (aceleraciones) el factor de escala es 3600 x 3600. []

Usando (2.5), el polinomio de Taylor de ¥ en X; = O es

P(X) = F(0) + F’(O)% o FO) (0)%.

Expresemos las derivadas de F' en términos de las de f, empleemos (2.11) y
recordemos que AX = z:

_ s N X _
P(X) = F0) 4+ AP0 + -+ X V02 = p(0X) = p(a).

En palabras: para el cambio lineal de variable x = AX, se llega al mismo
resultado (i) cambiando de variable en una funcion y luego hallando el polinomio
de Taylor (en el origen Xy = 0) o (ii) hallando primero el polinomio de Taylor
(en el origen xy = 0) y luego cambiando de variable en él."°

Ejemplo 2.6.2 Andlisis dimensional. Consideremos el término f'{0)z/1! del polinomio de
Taylor (2.11). En fisica, si f v « son dimensionales (p. e]. representan una longitud y un tiempo),
entonces f' es también dimensional y sus dimensiones son el cociente entre las dimensiones de
f v las de x (esto es consecuencia de la definicién de derivada como limite de cocientes de in-
crementos). Por tanto el producto f(0)x/1! tiene las dimensiones de f. Andlogamente se ve que
cada término f*)(0)x* /k! tiene las dimensiones de f. La expresién (2.11) es entonces dimen-
sionalmente correcta: cada sumando del segundo miembro tiene las dimensiones de f.

Las dimensiones de £(¥)(0)z* /k! aparecen mds claras usando la notacién de Leibniz (1646~
1716) para las derivadas: f(*¥} = d* f /dz* .11

El andlisis dimensional es util para recordar formulas y evitar equivocaciones. Si en (2.11)
se comete la equivacién de escribir, p. ej. f*?(0)z*+! /k! la férmula no queda dimensionalmente
correcta — en términos mateméticos no se comporta adecuadamente frente a cambios de escala
en las variables. [

10Egts conclusién podia esperarse: ;Creerfamos que la calidad de una interpolacién de Taylor
puede incrementarse con sélo cambiar la unidad de medida?
L10bserve que el exponente k no afecta a f, mientras que dz aparece elevado a la potencia k.
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Problema 2.6.1 Con la notacién usada en la presente seccién, dé una demostracion alternativa
de Ia relacién P(X) = p(z). Use la siguiente idea: p(AX) es un polinomio de grado < N en X
que satisface las condiciones de interpolacién que definen P(X).1?

Problema 2.6.2 Cambio lineal de variable independiente. Repita la discusién de esta seccién
para el caso, mds general, del cambio de variable &z = AX + u, A ## 0. Si parte de (2.11) jes
p(AX + p) el polinomio de Taylor de F(X) = f(AX + u) en Xo = 0?

Problema 2.6.3 Cambio lineal de variable dependiente. En y = f(x) efectuamos el cambio
de variable dependiente ¥ = Ay + B (A # 0). Estudie cémo obtener, a partir de los de f(z),
polinomios de Taylor de la funcién Y- = F(x} = Af(z) + B resultante del cambio .

Problema 2.6.4 ;Son dimensionalmente correctas las expresiones de Lagrange (2.8) ¢ integral
(2.10) para el error en el polinomio de Taylor?

2Para cambios generales de variables, z = #(X), ¢(0) = 0, la funcién p(¢(X)) no nece-
sariamente es un polinomio en X y por ende p(¢(X)) no puede ser el polinomio de Taylor de
F(X) = F($(X)) en Xo = 0.



Capitulo 3

Interpolacion polinomica de
Lagrange

3.1 Polinomio de Lagrange

3.1.1 Planteamiento

Ahora conocer el valor de funciones como €%, sinz, cosz, etc. es cosa de
apretar una tecla. Antes de los afios 70 del pasado siglo no habia calculadoras de
bolsillo ni ordenadores personales, y 1a mejor forma de acceder a los valores de las
funciones era mediante tablas. He aqui un fragmento de una tabla de la funcién
seno, con el argumento medido en grados,

T sinx

60 | 0.866025
65 | 0.906308
70 | 0.939693
75 | 0.965926
80 | 0.984808 -

;Como hallar el seno de 727 La idea bésica es sustituir la funcién senc por un
polinomio que tome los mismos valores que ella en los puntos de la columna
izquierda y luego tomar el valor de P(72) como aproxifnacién al correspondiente
seno. ; Existird tal polinomio?

Conviene plantearse la siguiente cuestién mds general, que aparece constante-
mente en andlisis numérico.

39
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El problema de interpolacion de Lagrange. Dados un entero no negativo
N, N +1 puntos zq,. .., zy de la recta, dos a dos distintos, y los correspondientes
valores f(xp), ..., f(zx) de una funci6n, encontrar un polinomio de grado < N,
tal que

Pzg) = f(zo), P(m1) = f(z1), ... . Plan)= flzn) (3.1)
Los z; se llaman abscisas o nodos de la interpolacién. No se supone que estén
ordenadas, por ejemplo puede ser xp = 1000, z; = —7, 73 = 4e.

Teorema 3.1.1 El problema de interpolacion de Lagrange tiene solucion iinica,
que se llama polinomio interpolador de Lagrange de grado < N de la funcién f
en los puntos xy, ..., Ty.

Demostracidn. En la demostracién mds ingenua buscamos P por coeficientes in-
derminados, es decir escribimos P(x) = ap -+ a1z + -+ a ~z™ y tratamos de
buscar los N + 1 coeficientes desconocidos a; para satisfacer las N + 1 condi-
ciones en (3.1). Evaluando P en los nodos e igualando a los datos del problema
tenemos un sistema lineal de N + 1 ecuaciones y otras tantas incognitas

a + amg + - + anzh = f(zo),
a + @z + - 4+ anxi = f(z),
a + oxy + -+ + anzi flan).

La matriz de este sistema es de tipo Vandermonde (1735-1796) con nodos dos a
dos distintos y por tanto no singular (Problema 3.1.6). Entonces el sistema tiene
una tnica solucién. O

Ejemplo 3.1.1 Hallemos un polinomio cibico que interpole los valores f(1) = 1, f(2) = 1,
F(3) = 2, f{4) = 6 (éstos han sido tomados de la funcién llamada Gamma de Euler y denotada
I'(z), Problema 3.1.17). Como en la demostracién, tenemos

a + a1l + a1 + azl 1
ay + @12 + a4 + a8 = 1
ap + @13 + a3% 4+ az27 2,
ag + @14 + a2l6 + 364 = 6

Para resolver este sistema restamos a cada ecuacién la que le precede

a + 32 + Tas = 0,
a1 + 5az + 19a3 = 1,
a1 + Taz + 37as = 4.
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Reiterando el proceso
2a3 | 12a3 1,
2&2 + 18&3 = 3 N

y una ultima resta da 8as = 2, 6 a3 = 1/3. Seguidamente 2a, + 1203 = 1,daas = —3/2,y
ay + 3az + Tag = 0 daa; = 13/6. Finalmenie ay + a1 + a2 + a3 = 1llevaa ag = 0, con lo que

13 3

1
Plz)=0+ e 2 4 -axb. (3.2)

2 3

{Este polinomio es una aproximacion muy mala a la funcién I"(z) porque las abscisas estdn muy
distantes entre si; lo hemos elegido porque, para x entero positivo, I'(z) es enierc positivo v los
cdlculos son sencillos.)

3.1.2 La forma de Lagrange

El método anterior es laborioso. Se puede encontrar P mds facilmente si en
vez de buscarse en potencias de x, P(z) = ag + a1z + - -+ + anz”, se busca
como una combinacién lineal P(z) = bolo(x) + bifa(x) + - -« + byln(z) de
N + 1 polinomios 4;(z) de grado N, introducidos por Lagrange y que no hay
que confundir con el propio P (polinomio interpolador de Lagrange de f). Por
definicién

(o (z—20)...(x—wi )@ —m1) - (& — )
-g'z( ) (z; _xo)"'(xi_mi—l)(mi_$i+1)"'({}'z’—$N)’ (3.3)

el factor x — x; estd ausente del numerador asi que el grado es N como nece-
sitamos. Si evaluamos #;(x) en un nodo que no sea el x; vamos a obtener cero;
para x = x; resultard £;(x;) = 1 al coincidir numerador y denominador. Si ahora
imponemos las condiciones de interpolacidn (3.1) caemos en el sistema trivial

bO = f(x(l):
bl = f(ml)a
by f(-’l;N),
con lo que
P(z) = f(zo)bo(z) + flz)li(z) + - + flan)in(z). (3.4)

Esta construccion, debida a Lagrange, no precisa de la resolucién de sistemas
lineales. ;Observa el paralelismo de esta seccién con otra anterior?
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Ejemplo 3.1.2 Volvamos al caso del Ejemplo 3.1.1 que ahora resolveremos en la forma de La-
grange para apreciar el ahorro de trabajo que ésta supone en relacion con el método de coeficientes
indeterminados. Los polinomios de Lagrange son

(z —2)(z —3)(z—4)
bl = Gy
) — (z —){z—3)(z—4)

2-12-3)(2-41)’
talz) = (z — 1)z —2)(z—4)

(3-1(3-2)(3-4)’
ta(z) — (- 1)z —2)(z—3)

4-1)(4-2)(4-3)°

y el polinomio de interpolacién es

P(z) = l(x) + 141 (x) + 26a(z) + 643{x)
:-%@—m@fa@f@+%m—n@—m@—@
—(z -1}z —-2)(z—4) + (z - 1)(z — 2)(z - 3). 3.5)

Por la unicidad, este polinomio debe ser el mismo que encontramos en (3.2}, Si redujésemos (3.5) a
potencias de = deberiamos obtener los coeficientes de 2* en (3.2). En general, no debe reducirse la
forma de Lagrange a potencias de x porque ello puede implicar problemas de pérdida de precisién
al usar mantisas de longitud finita. (]

Problema 3.1.1 Usando la tabla del comienzo de la seccién y la forma de Lagrange, calcule
aproximadamente el seno de 72 grados, mediante interpolacién (por yn polinomio) lineal en las
abscisas 70 y 75. (Resultado: 0.950186, el valor verdadero es 0.951056.) Luego use interpolacién
cuadrdtica basada en las abscisas 65, 70 y 75. (Resultado: 0.951044.)

Problema 3.1.2 El peso especifico p del agua a diversas temperaturas centigradas ¢ es como
sigue

P
0.999871
0.999928
0.999969
| 0.999991

W= O

Aproxime el valor en t = 4 usando la forma de Lagrange e interpolaci6n lineal en las abscisas 2; 3;
cuadritica en las abscisas 1, 2, 3; ciibica en las abscisas 0, 1, 2, 3. (El verdadero valor es 1.000090,
las aproximaciones son 1.000013, 0.999994, 0.999991; la cibica s peor que la cuadratica.)

Problema 3.1.3 La tensién de vapor (en kilopascales) del helio liquido a varias temperatufas
(en grados Kelvin) es



3.1. POLINOMIO DE LAGRANGE 43

T

Aproxime la tension para 3.4 K usando interpolacién lineal en 3,3, 3.2; cuadratica en 3.3, 3.2, 3.1
y ciibica. El verdadero valor es 41.5.

Problema 3.1.4 Use la siguiente tabla de valores de la funci6n I' para hallar T'(1.23) mediante
una interpolacién ciibica (verdadero 0.91075)

T I'(x)

1.00000

1.1

(.95135
1.2 | 0.91817
1.3 | 0.89747

Problema 3.1.5 Interpolacién inversa. En el contexto del Problema 3.1.3, podemos necesitar
saber para qué temperatura 1" la tensién de vapor vale 30 kilopascales. Podriamos pensar en in-
terpolar la funcién p = f(T") por un polinomio ciibico, p = P3(T), y luego resolver la ecuacién
P3(T) = 30. Hay un camino mejor, llamado interpolacién inversa: cambie los papeles de las
variables p y T', construya un interpolante cibico T = Qs{p) y evalde en p = 30.

Problema 3.1.6 Mairices de Vandermonde. Dados N + 1 ndmeros z;, ¢ = 0,1,..., N, no
necesariamente distintos dos a dos, la matriz cuadrada cuyo elemento (4,5), 4,7 = 0,1,..., N, es
z}, se llama de Vandermonde. Calcule el correspondiente determinante operando con las columnas
de la matriz. (Solucidn: el determinante es el producto de los N(N -+ 1)/2 factores de la forma
x; — x; donde ¢ > j.) Una matriz de Vandermonde es no singular si y solo si los x; son dos a dos
distintos.

Problema 3.1.7 Vandermonde otra vez. Calenle el determinante de la matriz de Vandermonde.
sin necesidad de hacer combinaciones lineales en la matriz. Para ello fije los valores de 1, e
N ¥ considere xq como una variable. Entonces el determinante es un polinomio en zy de grado
< N. Escriba este polinomio como producto de su coeficiente director (coeficiente de =) y de N
factores (zq — £;) donde los &; son los correspondientes ceros (cuyo valor es facil de identificar).

Problema 3.1.8 Polinomios de Lagrange. Dado un probiema de interpolacién de Lagrange,
pruebe que los correspondientes £; forman una base del espacio vectorial de los polinomios de
grado < N.

Problema 3.1.9 Identidades satisfechas por los polinomios de Lagrange. Sin efectnar ningtin
célculo pruebe que los £;{x) suman = 1. (Indicacién: la suma de los #; () es un polinomio de gra-
do ..., que enlos nodos . .. ; aplique la unicidad.) Pruebe a continuacién que zgfo(x) + 2141 () +
<o+ xnfy(x} = z. Generalice,
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Problema 3.1.10 Una expresion para los £;(x). 8i W(z) = (z — xg) - (z — zn), pruebe
que £;(z) =W (z)/[(x — z:)W'(zs)].

Problema 3.1.11 Sien el problema de Lagrange, Ia propia funcién f es un polinomio de grado
< N jqué polinomio de interpolacién se obtiene? Dados N + 1 nodos dos a dos distintos, se
interpola en ellos una funcién y luego se interpola el polinomio interpolante jcudl es el resultado?

Problema 3.1.12 Si en el problema de interpolacién de Lagrange el polinomio se buscase de
grado < N + 1 la solucién ya no serfa dinica. Escriba todos los polinomios de grado < N + 1 que
satisfacen (3.1). Escriba todos los polinomios que satisfacen (3.1).

Problema 3.1.13 Cambio de variable en el polinomio de interpolacidn. Sea y = f(z) una
funcién y sea p(x) el polinomio interpolador de Lagrange (grado < N) enlas N + 1 abscisas dos
a dos distintas zg, ..., zx. 81 A # 0 y u son dos constantes, se introducen la nueva variable X
tal que x = AX + p y la nueva funcién F(X) = f(AX + u). Sin hacer ningiin célculo, pruebe
que p(AX + 1) es el polinomio interpolador P(X) de F'(X) en las abscisas Xy, ..., Xy, tales
que xg = AXg + f..., Ty = AX N + g (Qué ocurre si el cambio de variable es mds general,
T = ¢(X)?

Problema 3.1.14 Continuacién. Un cientifico norteamericano posee una tabla que expresa
la densidad del agua en gramos por centimetro ciibico a diferentes temperaturas Fahrenheit; un
ciéntifico alemdn posee una tabla que difiere de 1z anterior en que las temperaturas vienen dadas
en grados centigrados. Ignorando los errores que resulten de utilizar mantisas de longitud finita
;qué tabla es més conveniente para obtener valores interpolados?

Problema 3.1.15 Cambio de variable dependiente en el polinomio de interpolacion. Sea y =
f{x) una funcién y sea p(z) el polinomio interpolador de Lagrange (grado < N)enlas N + 1
abscisas dos a dos distintas g, ..., xy. Se considera el cambio Y = Ay + Beon A # 0y
B constantes. Explique cémo construir, a partir de p(x), el polinomio interpolador P(x) de la
funcién Af(z) + B en las abscisas xo, ..., Zx. )

Problema 3.1.16 Cambios de variable en la forma de Lagrange. Resuelva los problemas
3.1.13 y 3.1.15 escribiendo p(z) en forma de Lagrange y llevando a cabo de modo explicito los
cambios de variable.

Problema 3.1.17 La funcién Gamma. Para z > ( se define
I'z) = f e *s" 1 ds.
)

Pruebe que, para cada z > 0, I'(z 4 1) = () y que ['(1) = 1. Concluya que, si x > 0 es un
entero, I'(z) = (x — 1)L
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3.2 Laforma de Newton; diferencias divididas

3.2.1 Construccién por recurrencia del polinomio interpolador
de Lagrange

Hemos visto ya dos formas de obtener la solucién de un problema de La-
grange: el método de coeficientes indeterminados y la forma de Lagrange. En esta
seccién veremos una tercera, debida al cientifico mds importante de la historia,
Isaac Newton. La 1dea bésica es construir 1a solucién en pasos sucesivos. Primero
construiremos el polinomio Fy de grado < 0 (es decir constante) que coincide con
la funcién en el punto x,. Luego, construiremos el polinomio P, de grado < 1
que coincide con la funcién en zg, 1. A continuacion, el polinomio % de grado
< 2 que coincide con la funcién en xg, 1, z2 y asi hasta llegar al polinomio que
buscamos (con grado < N que satisface (3.1)). Observemos que en cada paso el
polinomio F; existe y es tinico en virtud de la existencia y unicidad de la solucién
del problema de Lagrange.

(Cémo es Fy? Evidentemente P, es el polinomio constante igual a f(zg). Para
hallar P, escribamos P, = F; + ()1, donde (J; es un polinomio que hay que de--
terminar. El grado de (J; ha de ser < 1, porque queremos que P, tenga grado
< 1y F, es una constante. Por otro lado, ¢); debe anularse en & = x4, ya que
Py(z0) = Polwo) = flxo). Asi, Qy(z) debe ser de la forma ¢, (x — zp). Para de-
terminar ¢, imponemos que B{x1) = f(z1), es decir Py + ex(z1 — z0) = f(z1) ¥
de aqui despejamos ¢;. La construccién de Py(x) conocido Pi(z) es similar. Es-
cribimos P» = P + ()2 y hay que determinar ¢J5. Este tiene grado < 2 (; por qué?)
y debe anularse en zg, z; (porque esos puntos F; coincide con P por coincidir
ambos con f). Porello, Q2(z) = ca{x—x1)(z—x2), donde ¢, es una constante que
se determina imponiendo que & gmg) f(z9). Siguiendo esta marcha se obtiene
el polinomio buscado P2 ) = PO

P(z) = Pnafr)+ Qn(z)
= PN () + en(z — xo)(z — 1) (& — 1)
o) + Qn-1(z) + en(z — zo)(z — 1) -+ (Z — TN—1)
- PN o) +enoi(z —xo)(z — 1) -+ (z — TN_2)
- +en(z — xo)(x — 1) -+ (- — zy_1)

y, en definitiva,
P(z) = Co



46

CAPITULO 3. INTERPOLACION DE LAGRANGE

-+ 'Cl(CII - .I())
+ oz — zo)(z — 21}

+oen(z —xo)(z — 1) (. — TN 1) (3.6)

Por consiguiente, P’ queda ahora escrito como combinacién lineal de

1, (z— o),

(x—mo)(z—21), ..., (z—m) - -(z—zN_1); BT

esto ha de compararse con las construcciones anteriores de P donde las bases eran
las de los monomios z* o la de los 4;. ;Se fija en que xx no aparece en (3.7)?

En (3.6), la primera fila da la constante que interpola en g, las dos primeras
filas la recta que interpola en z y 2, etc. Esta propiedad recuerda otra andloga

del polinomio de Taylor (2.5).

{

Ejemplo 3.2.1 Resolvamos en esta forma recurrente el caso del Ejemplo 3.1.1. Sucesivamente,

By
Pi{z)
1

1
Pi(z)
Py(z)

i

Ca

Py{x)

P3 (S‘L‘)

C3

1,

T+e(z—1),
1+c(2-1),

0,

L

14+ co{z ~ 1)(z —2),
L +efd =13 —2),
1

E,

1
14+ =z —1)(z —2),

2
1+ %(:c = 1){z - 2) + e3(z — 1)(z — 2)(z — 3),

454~ 1) 2) +esld—D(E-2)4-3)
1
57

y €l polinomio buscado es (para comparar con (3.6) se incluye el término con c;, que es nulo)

Plx)=1+0(z—-1)+ %(m —1)(z—2)+ %(ﬂ’,‘ —1)(z — 2){(z — 3). (3.8)

Este P debe ser, enmascarado, el mismo que ya encontramos en (3.2) y (3.5). Omitiendo en (3.8)
el ltimo sumando se obtiene la pardbola cuadrdtica que interpola en z = 1,2, 3; omitiendo los
dos dltimos sumandos la recta que interpola en x = 1, 2; omitiendo los tres ltimos la constante

que interpola en & = 1.0
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3.2.2 Cambio de orden en la construccion

En la construccién anterior se van imponiendo las condiciones de interpo-
lacién (3.1) en el orden xg, %1, ..., xy. En realidad, éstas se pueden ir afiadien-
do en uno de los (N + 1)! 6rdenes posibles de las abscisas z;. Con todos estos
drdenes se ha de llegar al mismo P final, que bien sabemos es Gnico. Sin embargo
las étapas intermedias de la construccion serdn distintas.

Ejemplo 3.2.2 Construyamos una vez mds el polinomio (3.8) por recurrencia, esta vez con-
siderando los nodos en el orden 4, 3, 2, 1. Las cantidades intermedias ahora se denotardn con
estrellas para no confundirlas con las que aparecieron en el Ejemplo 3.2.1.

P = 6

Pia) = 6+ci(z—4),
2 = 6+ci(3—-4),
aq = 4

Pie) = 6+4(z—4),

FPi(x) = 6+4+4(z—4)+ci(z—4)(z - 3),
1 6+4(2-4)+c5(2-4)(2-3),
. 3
G = 3

* 3

FPiz) = 6+4{z—4)+z(z—4)(z—3),,

2
Pi(z) = 6+4(w—4)—0—;(37—4)(a: D4z —A)(z 3z —2),

1 = 6+4(1 4)+§(1—4)(1—3)+c§(1ﬁ4)'(1—3)(1-2),
1
gs
de donde
Pe) =64z -0+ 53— @ -9+ 3@ -Ha-H-2, 69

polinomio que no puede ser otro sino (3.2), alias (3.5), alias (3.8). Ahora (compare con (3.8)}, al
suprimir el dltimo sumando se halla la pardbola cuadritica que interpola en 4, 3, 2; al suprimir los
dos tltimos la recta que interpola en 4, 3; al suprimir los tres tiltimos la constante que interpola en

4.0
3.2.3 Diferencias divididas de una funcion

Vamos a dar un medio de calcular las constantes ¢; que aparecen en la forma
de Newton (3.6). Introduciremos una definicién. Dados un entero no negativo V,
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N + 1 puntos o, ..., zy dos a dos distintos y una funcién f definida en ellos,
se llama diferencia dividida de la funcién en los puntos al coeficiente de =V en
el desarrollo en potencias de z del correspondiente polinomio interpolador de
Lagrange. Se representa esta diferencia dividida por f[zg,zy,...,zx]|. El entero
N se llama orden de la diferencia dividida. De la propia definicién, se sigue que
el valor de una diferencia dividida es independiente del orden en que se escriban
sus argumentos; p. ej. f[1, 7] = f[x, 1], ambos son el coeficiente de z en la recta
que interpola a la funcién en z = 1y x = 7, que es lo mismo que interpolarla en
z=myxz=1,

Ejemplo 3.2.3 Para la funcién I que en el Ejemplo 3.1.1 interpolamos en los puntos 1, 2,
3y 4, vemos inmediatamente en (3.2) que I'[1,2,3,4] = 1/3. Esta es una diferencia dividida
tercera de la funciéon Gamma, El mismo valor 1/3 puede obtenerse en las expresiones alternativas
(3.5) (sumando —1/6 +1/2—1+1) y (3.8) 6 (3.9). De (3.8) podemos recuperar mds valores de
diferencias divididas. En efecto, puesto que al suprimir el dltimo sumando obtenemos el polinomio
cuadrético que interpola en 1, 2, 3, tendremos que T'[1, 2, 3] = 1/2; ésta es una diferencia segunda.
Anilogamente I'[1,2] = 0, porque al suprimir los dos tltimos términos se obtiene la recta que
interpolaen 1, 2, y I'[1] = 1, porque suprimiendo los tres (iliimos érminos se recae en la constante
que interpola en 1. A su vez, de (3.9) obtenemos por consideraciones andlogas I'[2, 3,4] = 3/2,
T[3,4] =4y T[4] = 6.00

Por el argumento dado en el ejemplo, los coeficientes ¢; que aparecen en la
forma de Newton (3.6) son diferencias divididas de la funcién; concretamente

P(z) =  flxo
+ flzo, x1](x — o)
+ flzo, T1, 22](x — 20) (2 — 21)

+ flza, 21, ., 28]z — 2z — 71) (2 —TNy). (3.10)

3.2.4 Calculo de las diferencias divididas

Es claro que las diferencias divididas de orden cero de una funcién son los
propios valores de la funcién, f[z;] = f(=;). Las diferencias divididas de orden
N > 1 pueden calcularse facilmente en términos de diferencias divididas de orden
N —1, tal y como afirma el siguiente teorema, que también explica el nombre
‘diferencias divididas’.

Teorema 3.2.1 Si z, :.., zy son N + 1 puntos, N > 1, dos a dos distintos en
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los que una funcicn [ estd definida,

= flza, .- zn] = flwo, .- @]
Iny —Zg '

f[$05$l:-"=$N] (311)

Demostracion. Construyamos ¢l polinomio interpolador de Lagrange en los pun-
tos o, . . ., Tx por recwrrencia de dos-maneras: primero afiadiendo los nodos en el
orden xy, ..., Tx v luego en el inverso xy, ..., zg. Con el primer orden llegare-
mos a (3.10). Con el segundo orden llegaremos a la expresién que se obtiene al
reemplazar en (3.10) x, por zx, T1 por xn._1 etc., es decir a

P(z) = flzn] (3.12)
+ flzw, zn-a](z — zN)
+ flen, en_, ev_2)(z — zn) (2 — ZN_1)

+ flzn, T, 2ol(@ — 2N ) (@ — zN—1) - (T — 31)-

En (3.10) el coeficiente de ¥~ del desarrollo en potencias del segundo miembro
es

f[:r()a te. 5$N—l] + f[$01- B :mN](_xO o= I -’L'N—l):I

mientras que en (3.13) el coeficiente de 2~ del desarrollo en potencias del se-
gundo miembro es

flzr, - zn] + flzo, - wnl(—21 — - — 2n)

(hemos tenido en cuenta que las diferencias divididas no dependen del orden en
que se escriban sus argumentos). Igualando estas expresiones y despejando la
diferencia dividida de orden NV se llega a (3.11).

3.2.5 La tabla de diferencias divididas

Usando reiteradamente el teorema anterior podemos construir la siguiente
tabla. Los ndmeros de la columna de la izquierda son las abscisas e inmediata-
mente a su derecha aparecen los correspondientes valores de la funcidn. Cada uno
de los restantes elementos de la tabla se obtiene a partir de los que estin a su oeste
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y a Su noroeste

zo  flzo]

1 fla] flxo, 1]

za  flza]  flre, w2 flwo, x1, 2]

TN f[ﬂ;N] f[xN-—.laxN] f[ﬂfN—z,Il.iN—laT:N] f[ib"o,- -,wN]

Hallada la tabla, los elementos diagonales nos dan los coeficientes por los que hay
que multiplicar los polinomios de la base (3.7) para formar el polinomio soluciéon
del problema de Lagrange en su forma de Newton (3.10). Esta es la forma prdctica
usual de construir la forma de Newton y no el proceso recurrente que presentamos
mds arriba.

Ejemplo 3.2.4 Para la construccién del Ejemplo 3.2.1, la tabla de diferencias divididas es

11
1-1

N = S

3 2 5531 537=3

4 6 6-2_4 41 _3 3/2-1/2 1
4-3 4-2 7 2 4—1 3

Hemos empleado fracciones pues Iod datos son enteros. Para datos no enteros o en un ordenador
se van haciendo las divisiones, ¢.g. 1 /3 = 0.333. Preste particular atencién a los denominadores,
donde son frecuentes las equivocaciones. Formada esta tabla podemos leer de ella los cuatro coe-
ficientes que hacen falta para escribir (3.8). O

3.2.6 Comparacion entre las formas de coeficientes indetermi-
nados, Lagrange y Newton

Hemos visto ya tres maneras de construir la solucién de un problema de in-
terpolacion de Lagrange dado: por coeficientes indeterminados, en la forma de
Lagrange y en la forma de Newton. Comparemos.

= Costo de escribir el polinomio interpolador Es mdximo con coeficientes in-
determinados donde se requiere resolver un sistema lineal (N +1) x (N+1),
nulo para la forma de Lagrange e intermedio para la de Newton, donde hay
que construirse la tabla de diferencias divididas.

» Costo de, una vez formado el polinomio, evaluarlo en un punto. Es minimo
en la forma de coeficientes indeterminados, donde se aplica el algoritmo de
Horner. Para la forma de Newton el costo es también bajo pues existe un
algoritmo tipo Horner (Problema 3.2.5). La forma de Lagrange es la mas
enojosa (Problema 3.2.6).
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= Supongamos que se ha hallado en forma de Newton, mediante la corres-
pondiente tabla de diferencias divididas, el polinomio interpolador (de gra-
do < N) de una funcién f en N + 1 abscisas zg, ..., Zx y que se desea
construir el de grado < N + 1 que interpola en un nodo mas . Basta
con afiadir un término al polinomio ya obtenido y el coeficiente necesario se
obtiene afiadiendo una fila a la tabla de diferencias divididas ya calculada.
En las formas de coeficientes indeterminados y Lagrange no es inmediata-
mente posible utilizar los calculos que se hicieron para hallar el polinomio
de grado < N. '

s En la forma de Newton, cada sumando de los que componen el polinomio
tiene un significado: son las cantidades que hay que afiadir a un polinomio
interpolador de un cierto grado para transformarlo en el de un grado mas que
interpola en un punto més. Por eso, al ir sumando sucesivamente, es posible
observar los efectos de pasar de la interpolacién lineal a la cuadratica, de
ésta a la cubica, etc. En las otras dos formas los sumandos individuales
carecen de significado aprovechable.

En términos generales la forma de Newton es la més aconsejable; pero la de
Lagrange también se emplea, sobre todo en cuestiones tedricas.

Problema 3.2.1 Resuelva los Problemas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4 usando la forma de Newton.

Problema 3.2.2 Diferencias divididas de un polinomio. Pruebe, usando la definicién, que si f
es un polinomio de grado < N entonces cualquier diferencia dividida de orden > N 4 1 de f es
nula.

Problema 3.2.3 ;Cuéntas operaciones se hacen al formar una tabla de diferencias divididas?

Problema 3.2.4 ;Est4n en la tabla del Ejemplo 3.2.4 los coeficientes necesarios para escribir
(3.9)? Dados N+1 nodos, hay (N +1}! maneras de formar el polinomio interpolador por el método
de Newton, correspondientes a reordenadaciones de los nodos; hay también (N -+ 1)! tablas de
diferencias divididas posibles. En una tabla dada ;para cudntas formas de Newton podemos leer
los coeficientes? (Respuesta: para 27.)

Problema 3.2.5 Evaluacién de la forma de Newton. Formule un algoritmo tipo Horner para
evaluar polinemios interpoladores escritos en la forma de Newton. Deben usarse NV multiplica-
ciones y 2N sumas/restas.

Problema 3.2.6 Evaiuacion de la forma de Lagrange. Pruebe que el polinomio interpolador
en forma de Lagrange puede reescribirse en la forma

F F
Pla)=W) | ——+ -+ —=
r—p T —IN
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donde W(z) = (z—wx0) - - - (x—zn} y las F; son constantes. Reescrito de esta forma el polinomio
se evalda con 2V + 1 sumas/restas, N + 1 multiplicaciones y N + 1 divisiones.

Problema 3.2.7 Una formula para las diferencias divididas. Pruebe que

N
flzo,z1,...,2N)] :Z f(z:)

=G (T — o)~ (i — @i 1 )(#s — Ti1) - (T — ZN)

Problema 3.2.8 Cambio de variable en la forma de Newton. Las notaciones son las del Pro-
blema 3.1.13. ;Cudl es la relacién entre Ias diferencias divididas de f en los nodos g, ..., Zn ¥
las de F en los nodos X, ..., Xn? Demuestre que P(X) = p(z) llevando a cabo explicitamente
¢l cambio de variable en p(x} escrito en forma de Newton, Analice 1a forma de Newton desde el
punto de vista del andlisis dimensional (vea antes el Ejemplo 2.6.2).

Problema 3.2.9 Diferencias divididas de un producto. Prucbe que si 1a funcién f es el pro-
ducto de otras dos g y h entonces

f[.‘l?()? e .’L‘N} :
g[xo]h[ﬂlo, ae nyN] + g[:'EOa ml]h[xlz s :.mN] +- + 9[370} . 7$N]h[$N]'

(Indicacién. Escriba en forma de Newton el polinomio interpolador G de g tomando los nodos
en el orden xg,..., xx; escriba después el polinomio interpolador H de h pero ahora tomando
los nodos en orden inverso. El producto G H coincide con la funcién en los nodos pero no es la
solucitn del problema de Lagrange porque su grado es < 2/N. Suprima términos del producto
G H hasta encontrar la soluci6n del problema de Lagrange y luego use la definicién de diferencia
dividida como coeficiente de zV )

Problema 3.2.10 Lema de Aitken (1895-1967). En el problema de Lagrange, denotemos por
W al conjunto de los nodos y, para cada subconjunto S no vacio de W, llamemos Pg al polinomio
interpolador de Lagrange de f en S. (Esto es, si S tiene » + 1 puntos z;, entonces Pg tiene grado
<ny Ps(z;) = f(z;) para z; € S.) Pruebe que si S y T son dos subconjuntos no vacios de W
que tienen todos sus puntos en comin salvo el x;, que estien Synoen T, y el z; que estien 7
y 1o en S, entonces

(@i —2)Pr(z) - (z; — )Ps(z)

.',U,;—ZL‘J'

Psur =
A qué se reduce la férmula si S y 7" s6lo tuviesen un punto cada uno?

Problema 3.2.11 El algoritmo de Neville. Basandonos en el Lema de Aitken podemos cons-
truir P = Py a partir de dos polinomios que interpolen cada uno en N puntos. Cada uno de
estos se puede construir a su vez a partir de dos que interpolen en N — 1 puntos y asi hasta llegar
a polinomios constarites. Hay varias maneras de implementar esta idea para hallar el polinomio
de interpolacién. En una debida a Neville se define para k = 0,...,N, Py = f(zz) y para
g=0,1,...,. N-Lk=g+1,...,N,

{2k — @) Ppo1,5(@) — (Th—g_1 — ) Ps o(2)
T —Th—g-1 ‘

Prg+1(z) =
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Pruebe, usando el Lema de Aitken, que P 4 es el polinomio de grado < g que interpola en los
g + 1 puntos g _g,..., #x. En particular Py s la solucidn P del problema de Lagrange. Este
proceso de Neville tiene poca utilidad para hallar el polinomic de interpolacién P, pero a veces
se usa para encontrar el valor P(x) en un valor nimerico dado. La ventaja es que cada una de las
cantidades intermedias Py, 4(2:) es una aproximacion al valor f(z) que buscamos.

Problema 3.2.12 Ei algoritmo de Neville en el cdlculo con papel y lipiz. Construya una tabla

triangular (semejante a la de diferencias divididas) que tenga los valores Py o en la primera colum-

na, los Py 1(z) en la segunda, etc. Al completar la tabla ha hallado P(x) y también muchas otras

aproximaciones al valor de la funcién f(z); compardndolas entre si se puede conjeturar el tamafio,
del error de interpolacién. Lleve a cabo los célculos en el caso del Problema 3.1.1.

3.3 Cotas de error

3.3.1 Elerror de interpolacién

Formado, por el procedimiento que sea, el polinomio P solucién del problema
de Lagrange ;Qué diferencia hay entre su valor P(z) en un punto = dado y el
verdadero valor f(z) de la funcién?

Teorema 3.3.1 Supongamos que f es una funcion con N > 1 derivadas con-
tinuas en un intervalo [a,b] y tal que fNtY existe en (a,b). Sean zy, ..., T,
N + 1 nodos en [a,b], dos a dos distintos, y sea P el correspondiente polinomio
interpolador. Entonces a cada punto z en [a, b} le corresponde un punto £ con

min(zg, ..., Zn, %) < § < mix(zo,...,ZN,T)
para el cual
”' (@=30) (@ —3w) ey
f(z) — P(z) = N FEFE). (3.13)

Demostracién. Elijamos un nimero z en [a, b). Si z es uno de los z;, la igualdad
(3.13) es vilida elijamos como elijamos £. Si z no es uno de los nodos, definamos

f(z) — P(z)

(x —xg) - (& —zn)

con lo que hay que probar que existe £ en el intervalo anunciado de suerte que
FAID(€) = M(N + 1)1. Se forma la funcién auxiliar

F(t) = fQt) - P(t) - M{t —z0)--- (t — zn),
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en la que hemos llamado ¢ a la variable porque 1a letra x ya la estdbamos ultilizan-
do para otra cosa. Se tiene que FINtV(¢) = FVD () — M(N + 1)1; tras esto
basta probar que FV+1)(1) se anula en algin punto del intervalo anunciado.

De la definicién de M se sigue que la funcién F se anula cuando a su variable
t se le da el valor numérico x. Por otro lado F' se anula en los N + 1 nodos z;.
Apliquemos el terorema de Rolle: puesto que F tiene N + 2 ceros distintos, su
derivada tiene NV + 1 (uno entre cada dos de F'), la derivada segunda N, ...,y la
derivada N + 1 uno. O

Los siguientes comentarios ayudan a entender y a memorizar la expresién
(3.13):

= La presencia de los factores (x — z;), 7 =0,..., N en el segundo miembro
garantiza que el primero es nulo en los nodos, de acuerdo con la definicién
de P.

s Cuando la funcién f que se interpola es ella misma un polinomio de grado

< N, el primer miembro es nulo para cada x porque P coincide con f y el

segundo lo es porque la derivada N + 1 de un polinomio de grado < N es
idénticamente nula.

» Los N + 1 factores (x — x;) combinados con la derivada de orden N -+ 1
hacen la f6rmula dimensionalmente correcta (vea el Ejemplo 2.6.2).

Corolario 3.3.1 Supongamos, ademds de las hipdtesis del teorema, gue, para ca-
daten (a,b), se tiene-| fNI(1)| < Knyp. Entonces!

|7~ @0, |z — 2N | Ky
(N +1)!

Ejemplo 3.3.1 Parala interpolacién lineal basada en los nodos zg, x1, 21 > p, lacota anterior
es (1/2)|(z —zo)( —x1 )| K2, con K3 cota de la derivada segunda de f. Supongamos que el punto
z donde evaluamos el interpolante estd entre zg y 21, es decir se evita lo que a veces se llama
extrapolacion (evaluar fuera del menor intervalo que contenga a los nodos). Para estos z el valor
mayor posible de |(z — zo){z — z1)| se alcanza en el punto medio (zp + 21)/2 y es (&1 — z0)%/4
{para esos z, se tiene |(z — o) (z — x1)| = (z — z0)(z1 — ), pardbola cuadritica nula en zp y 21;
por simetria su vértice estd en el punto medio, haga una grifica). En resumen para el interpolante
lineal P, podemos escribir

flz) = P(z)| <

(3.14)

R

@) — Pi(z)] < é(ml ~ 20)lKa, € [z0,21] ] (3.13)

'La cota se refiere al verdadero valor P(z). En la préctica no se conocerd P(z) exactamente
debido a la precision finita de los coeficientes de P y de las operaciones aritméticas de evaluarlo
cn .



3.3. COTAS DE ERROR 55

Ejemplo 3.3.2 Se utiliza una tabla de la funcién seno, tabulada de cinco en cinco grados desde
0 a 90 {(como la del comienzo de la leccién) para hallar senos, interpolando linealmente entre
el nodo inmediatamente mayor e inmediatamente menor al dngulo deseado, jen qué errores se
incurre? La funci6n que se estd considerando no es la que en matemdticas se denota por sinz, ya
que los 4ngulos no vienen en radianes; estamos tratando con f(x) = sin(27z/360). Su derivada
segunda es —(2m/360)? sin{27z/360) y K2 = (27/360)? = 0,0003. Entonces la cota (3.15) es
(0.0003 x 25)/8 ~ 0.001. En el Problema 3.1.1 para 72 grados (con seno = (.951056) se obtuvo
un valor del interpolante 0.950186; luego la cota es bastante fina. [

3.3.2 Diferencias divididas y derivadas

Para concluir la seccidn probaremos en (3.17), que salvo un factor, las diferen-
cias divididas de las funciones suficientemente derivables son valores de derivadas
de la funcién y que los polinomios de Taylor son limite de polinomios de La-
grange. Comencemos probando una identidad notable.

Teorema 3.3.2 Si P es el polinomio de grado < N que interpola a una funcidn

f en N + 1 nodos dos a dos distintos xy, ..., Ty, entonces para cada T que no
coincida con ningin x; y para el que | esté definida
f(z) — P(z) = flzo, ..., zn,z](z — o) - -+ (z — zw)- (3.16)

Demostracion. Elijamos un valor de z para el cual deseemos probar la igualdad.
Consideremos el polinomio () de grado < N + 1 que interpolaa f enlos-N +1
nodos z; y en z. En este polinomio no podemos llamar x a la variable, porque este
simbolo ya lo estamos usando para otra cosa. Usemos la letra { para denotar la
variable, Entonces por la construccién de la seccién precedente

Q) — P(t) = flxo,...,xn,z](t — 0} - {t —xn);
basta ahora evaluaren ¢t — .0

Corolario 3.3.2 Si N es un entero no negativo, sean xy, ..., Tni1, N + 2 pun-
tos, dos a dos distintos, del intervalo |a,b]. Si f es una funcién con N derivadas
continuas en [a,b] y fV+Y) existe en (a,b) entonces hay un punto £ con

min(zg, - .., xx41) < & < max(Zo, ..., Tn11)

para el que

£

CES 3.17)

f[-/L‘D, s 7$N+l] =
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Demostracion. Basta combinar la identidad (3.16) (usada con z 1 en lugar de z)
con la férmula (3.13).

Corolario 3.3.3 Sea f una funcion con N derivadas continuas en un intervalo y
P el polinomio interpolador de Lagrange en N + 1 nodos Zo, ..., TN, dos a dos
distintos, del intervalo. Por otro lado sea Q(x) el polinomio de Taylor de grado
< N de f en x,. Entonces, si se fijan Y &, mientras que £y — Zy, ..., Ty — Zo,
se verifica que P(x) — Q(z).

Demostracion. Basta escribir P(x) en la forma de Newton (3.10) y aplicar el coro-
lario precedente: Los coeficientes f(zy, ..., ;] de la forma de Newton tienden a
los f@(z)/i! del polinomio de Taylor, mientras que (z - xo) - (3 — zi_1) —
(z — x0)t. O

Ejemplo 3.3.3 Ei polinomio de Taylor como limite de polinomios de Lagrange. La tecta tan-
gente en (xo, f(zo)) a la grifica de y = # (z) corresponde al polinomio de Taylor de grado
< 1. Es limite, cuando z; — =z de rectas secantes que interpolan lagrangianamente en i
Y 1. Por eso se decia cldsicamente que la recta tangente y la grifica de la funcién tienen en
comiin dos puntos confundidos (en uno sélo). Se sigue diciendo que Tas ecuaciones y = f(z),
¥ = f(zo) + f'(zo){x — 20) poseen una raiz doble en el punto & = ;.

Andlogamente la gréfica del polinomio de Taylor de grado < 2 en x de la funcién ¥y = f(=x)
es una pardbola, limite, cuando zy; — =g y T — ¢, de pardbolas que interpolan lagrangiana-
mente & la funcién en tres puntos xq, 1, 2. La pardbola de Taylor y la gréfica de la funcién tienen
pues en comin tres puntos confundidos en xg. [J

Problema 3.3.1 Se va a tabular la funcién seno (con el argumento medido en grados) en abs--
cisas equiespaciadas para luego efectuar interpolacidn lineal en la misma entre los nodos inme-

diatamente inferior y superior al dngulo descado. Si se desean errores menores que 5 x 10—6

¢bastard tabular de grado en grado? ;Y de medio grado en medio grado?

Problema 3.3.2 Para N — 0y N = 1 explicite el primer y segundo miembros de (3.16) y
compruebe que coinciden.

Problema 3.3.3 Para NV = 0 ¢ Corolario 3.3.2 reproduce un conocido teorema ;cudl?

3.4 Convergencia de los polinomios de interpolacion
de Lagrange
Como hicimos para el problema de Taylor, nos planteamos ahora si flz) -

P(x), error de interpolacién, puede hacerse arbitrariamente pequeiio incremen-
tando el grado del polinomio. Més precisamente, dada una funcién f definida en
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Figura 3.1: La funcién 1/(1 + z?) y el polinomio que la interpola en 15 puntos equiespaciados en
—-5<z<hH

un intervalo {a, b, elijamos un punto mgo) e interpolemos en €l por un polinomio

constante Fp, elijamos dos puntos distintos entre si a:[()l], xgl) ¢ interpolemos en

ellos por una recta P (z), elijamos tres puntos dos a dos distintos a;EF), :1752), :1:&2) e
interpolemos por una pardbola cuadritica, etc. ;Serd cierto que limy_.. Py(z) =
f(z)? La respuesta es, en general negativa, con la conclusién de que incrementar

el grado de los polinomios de interpolacion no siempre es aconsejable.

Ejemplo 3.4.1 En 1900, Runge (1856-1927) demostré que si se interpola la funcién 1/(1+z2)
(que posee derivadas continuas de todos los 6rdenes) en N + 1 abscisas equiespaciadas en el

intervalo [—35, 5] (esto es en ;c,EN) = -5+10i/N,i=0,...,N,N =1,2,...) y se denota por.
Py el polinomio interpolador entonces, cuando N — co, Py (z) no converge al valor f(z) si
|z| > 3.6. En la Fig. 3.1 apreciamos los grandes errores a que da origen P 4.2 (Naturalmente la

grifica no prueba la divergencia de 1a sucesién de los Py.) ]

No siempre el resultado es tan pesimista: todo depende, segiin (3.14), de cémo
crezcan las derivadas de la funcién al incrementarse el orden de la derivada.

2Este ejemplo parece més notable si se tiene en cuenta que K. Weierstrass (1815-1897) (di-
rector en 1880 de la tesis de Runge) habia probado en 1885 el siguiente importante teorema de
aproximacién: Dado un intervalo acotado ¢ < z < b, una funcién f continua en €1 y un margen
de error € (arbitrariamente pequefio), existe un polinomio  que aproxima a f con error menor
que ¢, es decir | f{z) — Q(z)| < € para cada z en el intervalo. La grifica de una funcién continua
puede siempre aproximarse por la de un polinomio de grado suficientemente alto. El problema es
que ese polinomio no se puede hallar interpolando f.
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Ejemplo 3.4.2 Consideremos la funcién cos z en un intervalo acotado ¢ < z < b, interpolada
en NV 4 1 puntos dos a dos distintos cualesquiera del intervalo. La cota (3.14) muestra que

(b _ CL)N+1

flz) - Pu(x)] < N

donde el segundo miembro tiende a 0 cuando N — oo. Por ello los Py convergen a la funcién
(uniformemente en a < x < b).

Problema 3.4.1 Se interpola la funcién €® en N -+ 1 puntos dos a dos distintos cualesquiera de
un intervalo [a, b]. Pruebe que, al hacer N — o0, la sucesion de los polinomios de interpolacién
converge a e” para cada = € [a, b] y que la convergencia es uniforme. -

Problema 3.4.2 Escriba un programa que realice grificas como la Fig. 3.1 para un valor
cualquiera IV del grado del polinomic. Use la forma de Newton de los polinomios interpolantes y
evalile por un algoritmo tipo Horner.



Capitulo 4

Interpolacion polinémica a trozos

4.1 Interpolacion lineal a trozos

4.1.1 Funciones lineales a trozos

Antes de considerar un nuevo tipo de interpolacién debemos estudiar una fa-
milia de funciones que usaremos. Note que hasta nuevo aviso no estamos tratando
de interpolar ninguna funcién.

Ejemplo 4.1.1 Al escribir este libro, la cuantfa de la cuota que cada contribuyente ha de pagar
en el Impuesto sobre la Renta de las Personas Fisicas (IRPF) se fija segiin la siguiente tablilla

Base ‘ Cuota integra | %

24
17707.20 424973 | 28
33007.20 853373 | 37
53407.20 16081.73 | 43

Se usa como sigue. A una persona cuyas rentas en el afio fuesen de p. ¢j. 24000 euros le corres-
ponden (a) 4249.73 euros de impuestos por sus primeros 17707.20 euros de renta y (b) el 28 %
de los restantes 6292.80, esto es 1761.98; en total una cuota de 6011.71 euros. Asi en el intervalo
de rentas [17707.20, 33007.20] 1a cuota como funcién de la renta es una recta de pendiente 0.28.
Andlogamente, en el intervalo [33007.20, 563407.20] tenemos otra recta, ahora de pendiente 0.37,
etc. La gréfica de la cuota de impuesto en funcidén de la renta puede verse en la Fig. 4.1. Estd hecha
de segmentos de recta soldados; la derivada tiene saltos en 17707.20, 33007.20 y 53407.20; pero
estos saltos no son demasiado aparentes. (]

En general, consideremos un intervalo [, b] y una particién A del mismo

A:a=zc0<z:1<cc2<...<:cN-b. “4.1)

59
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Figura 4.1: Cuota integra del IRPF en funcién de la renta del contribuyente (rentas hasta cien mil
euros). Cada unidad en los ejes representa diez mil euros

Denotamos por Mg (A) al conjunto de todas las funciones s continuas en [a, b] que
restringidas a cada intervalo [z; ;,2],i=1,...,Ndela particién coinciden con
un polinomio de grado < 1 (polinomio que, en general, cambia con 4 para una s
dada). Si s € M;(A) decimos que s es una funcién lineal a trozos (en la particién
A).Enlos z; € A las funciones s € M (A) presentan saltos en la derivada,

La manera mds adecuada de determinar una funcién lineal a trozos s en la
particion (4.1) consiste en almacenar, para cada i = 1,..., N, los dos coeficientes
reales «;, 3; tales que

a; + G (z — z;-1), T € (i1, 2] (4.2)

sea la ecuacion del i-ésimo segmento de los que componen s; note que o; =
s(z;-1) ¥ que §; es la pendiente. Esta técnica de especificar s a través de las o; y
0; es por cierto la que usa 1a Hacienda Pblica al dar la tabla del IRPE.

Para evaluar s en un valor dado de ¢ A primero hemos de encontrar el valor
de ¢ parael que z € [z;_, 7;]; después hemos de hallar el valor de (4.2) sumando
a o = s(z;_1) la cantidad 5;(z — ¥;-1); esto es precisamente lo que hicimos para
hallar el impuesto correspondiente a una renta dada.
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Figura 4.2: La funcién 1/(1 + z2) y su interpolante lineal a trozos en 15 puntos equidistantes en
—5<z<H

4.1.2 Funciones lineales a trozos como interpolantes

Es obvio que, dada la particién (4.1) y dados los valores de una funcién f{xp),

.., f(zn) en los nodos de la misma, existe una iinica funci6n lineal a trozos
5 € M3(A) tal que

s(zo) = flmo), 8(z1) = f(=1), ... ,s(aw) = flan).

Esta s se llama el interpolante lineal a trozos de f. LaFig. 4.2 muestra un ejemplo;
los errores de interpolacién son acusados cerca de z = 0 (justamente donde la
derivada segunda de la funcién es mayor) pero aceptables en otras partes de la
grifica.

Para hallar el interpolante s de una funcién f dada hemos de encontrar los
o; y B3; que aparecen en (4.2). Esto es inmediato, ya que o = f(z;1), 8 =
[f(zi) = f(@im)])/ [z — @i—1] (es decir §; = fla;, 25-1)).

Para el error de interpolacién notemos que para z € [z;_1, 2], la funcién
s coincide con la recta de interpolacién de Lagrange de f en z;_;, %;. Por eso,
usando (3.15), si f tiene derivada segunda en [a, b] acotada en valor absoluto por
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Ko,
1
|f(l') = 3(.’13)] < g(ﬂ?; Z‘i_l)?Kg, T e [LL'%-_l,QZ‘E-].
Si denotamos por h a la mayor de las cantidades z; — x;_;, ¢ = 1,..., NV, llamada

didmetro de la particion, entonces
1
|f(z) = s(z)] < Sh°K, @ € [a,b]. 4.3)

La cota (4.3) nos permite estudiar la cuestién de la convergencia. Considere-
mos en [a, b] una sucesion Ay, A, A, ..., de particiones, con correspondientes
diémetros hg, h1, hg, ... que tiendan a 0. Dada una funcién f podemos consi-
derar la correspondiente sucesién de funciones interpolantes a trozos sy, Si, S,
... De acuerdo con (4.3), tendremos, si f tiene derivada segunda acotada, que,
para N — o0, sy(z) — f(z) uniformemente en [a,b]. Ademds, como la cota
involucra el cuadrado de h, la convergencia se llama cuadrética. Al refinar una
particion reduciendo su didmetro a la mitad, la cota del error de interpolacién se
divide entre cuatro.

4.1.3 Comparacién con la interpolacién de Lagrange poliné-
mica

Dados la particién A en (4.1) y los correspondientes N + 1 valores de una
funcién f, podemos interpolar 6 por un polinomio P de grado < N & por una
funcién lineal s a trozos. Vea las Figuras 3.1 y 4.2. Comparemos.

= Si [V es grande el costo de evaluar P es grande. Sin embargo el costo de
evaluar s no crece con V. '

= Como vimos en el Capitulo 3, no estd en absoluto garantizado que al in-
crementar /V los polinomios P se acerquen a f, ni aun suponiendo que f
es indefinidamente derivable. Sin embargo al refinar A sabemos que los
correspondientes interpolantes lineales a trozos convergen a la funcién y
lo hacen cuadriticamente, con sélo suponer que [ tiene derivada segunda
acotada.

» El polinomio P es indefinidamente derivable, mientras que s no tiene ni
siquiera derivada primera en los nodos. Esta falta de regularidad hace que
los interpolantes lineales a trozos sean inaplicables en ciertas situaciones.
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Problema 4.1.1 Escriba las ecuaciones de los segmentos de recta que componen la gréfica de
la Fig. 4.1.

Problema 4.1.2 Para dar una funcién lineal a trozos en la particién (4.1) se van a prescribir
los N pares (cv;, 3;) (a cada eleccidn de los N pares le corresponde un 57 ;Qué N — 1 ligaduras
(ecuaciones) lineales (independientes) deben satisfacer los 2N coeficientes c«;, 3;? Compruebe
que esas ligaduras se satisfacen en el ejemplo del IRPF.

Problema 4.1.3 Una base para el espacio M3 (A). Pruebe que M} (A) es un espacio vectorial
para las operaciones usuales, Pruebe que es de dimensién N + 1. (Indicacién: la transformacién
s+ (s(zg),...,s(xn)) es lineal, aplica M3 (A) en RV 1 y es biyectiva, luego M} (A) y RV
tienen la misma dimensién.) Para ¢ = 0,..., N, denote por L;(z) la funcidn lineal a trozos €
ME(A) que toma el valor 1 en z = z; y se anula en los restantes nodos de la particién. Dibuje
las gréficas de las L; y explique por qué algunos las llaman funciones ‘sombrero™, Demuestre que
las N + 1 funciones L; constituyen una base de Mg (A). Demuestre que, dada una funcién f, su
interpolante lineal a trozos es

flzo)Lo{z) +---+ flan)Ln(z).

;Qué le recuerda esta expresién?

Problema 4.1.4 Pruebe que para la funcién en la Fig. 4.2 la derivada segunda es mdxima en
valor absoluto en-el origen donde vale -2, Considerando particiones uniformes en [—3, 5] jcdmo
hay que tomar N para que al interpolar esta funcién linealmente a trozos los errores sean menores
que 0.0057 ;Y menores que 0.000005?

Problema 4.1.5 Escriba un programa que realice figuras como la 4.2 para particiones uni-
formes arbitrarias de [—5, 5]. Experimente con varios valores de didmetro.

4.2 Interpolaciéon por polinomios a trozos de grado
> 1

Ademads de las funciones ‘hechas’ de segmentos de recta podemos considerar
funciones hechas de segmentos de pardbolas cuadréticas. Denotamos por MZ(A)
al conjunto de todas las funciones continuas en [a, b] que restringidas a cada inter-
valo [z;_1, %], i =1, ..., N de la particién coinciden con un polinomio de grado
< 2 (polinomio que en general cambia con 7). Si ¢ € M2Z(A) decimos que s es
una funcién cuadrdtica a trozos (en la particion A). En los x; € A las funciones
s € M3(A) presentan saltos en las derivadas primera y segunda.

Para determinar una funcién cuadratica a trozos en una particién dada hemos
de dar para cada subintervalo [z;_1, x;| los tres coeficientes de la ecuacién de la
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pardbola con la que ¢ coincide en €. Para evaluar g en un valor de x hay que encon-
trar un subintervalo que lo contenga y luego evaluar la correspondiente pardbola
cuadritica.

¢C6mo usar las funciones cuadraticas a trozos para interpolar? Con sélo pedir

g{zo) = f(z0), q(x1) = f(z1),...,q(zn} = f(zn) 4.4)

no determinamos ¢ de modo nico. En cada subintervalo [z;_;, z, (4.4) impone
dos condiciones g(x; 1) = f(zi_1), ¢(z;) = f(z;) a g, que en ese subintervalo es
una pardbola cuadritica que sabemos se determina por sus valores en tres puntos.
Entonces hay que prescribir en cada subintervalo [z;_, #;] que ¢ coincida con f
en un punto adicional =} € (z;_,, x;). Por razones de simetria se elige siempre z*
igual al punto medio (z;_1 + 2;)/2 que denotaremos x,, 1. Asi ademds de (4.4)
imponemos
q(zy) = flzy).aleg) = f(z3),...,alen_3) = flzy_1)- (4.5)

Las condiciones (4.4)—(4.5) determinan tinicamente un elemento de MZ(A) que
se llama el interpolante cuadrdtico a trozos de f.

P ]

1
2

Ejemplo 4.2.1 LaFig. 4.3 muestrala funcién 1/(1+2) en [—5, 5] y un interpolante cuadritico
a trozos. La particién A es uniforme y tiene sicte subintervalos. Los puntos z; € A son (las abs-
cisas de) los circulos; entre dos circulos consecutivos la grifica del interpolante es un fragmento
de pardbola. Los puntos medios de los subintervalos son (las abscisas de) las estrellas; inmediata-
mente a la derecha de una estrella se tiene la misma pardbola cuadrética que inmediatamente a la
izquierda de la misma, Fl interpolante coincide con la funcién en las estrellas y los circulos, 15
puntos en total. Compare con las Fig. 3.1 y 4.2; en cada una de ellas el interpolante coincide con
la funcién en 15 puntos y no obstante la aproximacién es muy inferior. []

Si f tiene derivada tercera acotada en [a,b] puede demostrarse (Problema
4.2.4) que el error de interpolaci6n tiene la siguiente cota

5@) — a@) < Yoh'Ka, wela 46

siendo 4 el didmetro de la particién y K3 una cota del valor absoluto de la derivada
tercera. Al igual que en el caso lineal a trozos, se produce la convergencia de
los 1nterpolantes a la funcién al refinar la particién. La ventaja es que aqui la
convergencia es cubica y al dividir por dos el didgmetro la cota se divide entre
ocho; en (4.3) el exponente de A era sélo dos.

Por otro lado la interpolacién cuadritica a trozos no subsana uno de los incon-
venientes de la interpolacidn lineal a trozos: los interpolantes cuadraticos a trozos
son continuos en [a, b] pero no son derivables en los puntos z; de A.
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Figura 4.3: La funcién 1/{1 + z?) y su interpolante cuadritico a trozos (linea de puntos ) en una
particién de —5 < x < § en siete subintervalos de la misma longitud

Es claro que se pueden considerar interpolantes ctibicos a trozos, cudrticos a
trozos, quinticos a trozos, etc. para los que la convergencia va siendo como h*, A%,
h®, etc. El interpolante de grado v a trozos interpola en los puntos de la particién
y en los puntos que dividen los subintervalos en v partes iguales. En la prictica
pocas veces se pasa del caso cubico a trozos y ninguna del quintico a trozos,
para evitar costos de evaluacion y otras dificultades. Justamente la ensefianza de
este capitulo es que para interpolar en muchos puntos, en.general, es mejor usar
polinomios de grado bajo en particiones finas que un sélo polinomio de grado
alto.

Problema 4.2.1 En la particién zp = 0 < 2 = 7/2 < 3 = =, y para la funcién sin z, halle
los interpolantes lineal a trozos, cuadritico a trozos y ciibico a trozos.

Problema 4.2.2 Dada una particién A con N subintervalos, se eligen N ecuaciones y = a; +
bz +¢;z? jexiste necesariamente un elemento de MZ(A) cuya restriccion al i-ésimo subintervalo
sea, para cada i, y = a; + b;x + ;227

Problema 4.2.3 Una base para el espacio M3(A). Pruebe que MZ(A) es un espacio vecto-
rial. Pruebe que es de dimensién 2N + 1. (Indicacién: ¢ — (g(xo), ¢(z1/2},-. ., q(zN)) aplica
MZ(A) en R2N+1 gs lineal y biyectiva, luego MZ(A) y R? 1! tienen la misma dimensi6n.) Para
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i =0,..., N denote por Q;(z) a la funcién cuadratica a trozos € MZ(A) que toma el valor 1
en x = x; vy se anula en los restantes nodos de A, as{ como en todos los puntos medios de los
subintervalos de A. Dibuje las grificas de las (; y expligue por qué algunos las llaman funciones
‘pagoda’. Para i = 1,..., N denote por (;_1 /> a la funcién cuadrtica a trozos € Mg{A) que
toma el valor 1 en x;_; 3 ¥y se anula en cada punto medio z;_, /2, j # %, as{ como en cada punto
de A. Dibuje las gréificas de las Q;_, ;3. Demuestre que las 2V + 1 funciones ) que ha construido
constituyen una base de MZ(A). Demuestre que, dada una funcién £, su interpolante cuadratico a
trozos es

Flzo)Qolz) + flx1/2)Q1y2(2) + fl21)Qu(x) + - + flzn)QN(2)

iqué le recuerda esta expresion?

Problema 4.2.4 Demuestre la cota (4.6). (Indicacién: todo se reduce a hallar la expresién del
error para la interpolacién en zy < x < z; por un polinomio cuadritico con nodos xp, 13, 1
—vea el Ejemplo 3.15— y luego aplicar esa expresidn en cada subintervalo de la particién. Los
calculos le resultardn més sencillos si primero supone que xg = —1, 1 = 1 —donde debe probar
que el error estd acotado por /3K3/27— y luego aborda el caso general cambiando de variable
independiente/usando andlisis dimensional —vea la Seccidn 2.6 y los Problemas 3.1.13, 3.1.15.)

Problema 4.2.5 Escriba un programa que realice figuras como la 4.3 para particiones uni-
formes arbitrarias de |35, 5]. Halle en forma de Newton cada una de las pardbolas cuadréticas que
intervienen y evalie por el algoritmo de Horner. Experimente con varios valores del didmetro.



Capitulo 5

Cuadratura numérica

5.1 Introduccion

5.1.1 El problema de la cuadratura numérica

Estudiaremos en este capitulo métodos para el cdlculo aproximado de inte-
grales

() = | ' f(z) d, (5.1)

siendo f una funcién integrable en el intervalo acotado |a, b|. Por razones histéri-
cas el célculo de integrales, o lo que es lo mismo el de dreas, se conoce en
matemadticas con el nombre de cuadratura, reservindose el término integracion
para la resolucién de ecuaciones diferenciales.!

¢Por qué usar cuadratura numérica en vez de calcular (5.1) por la regla de
Barrow (1630-1677) (teorema fundamental del cdlculo)?

= Tal vez no se disponga de la expresidn analitica del integrando £, sino sélo
de una tabla de valores de f o de una subrutina que permita evaluar f en
cualquier punto z.

Por ejemplo el problema de la cuadratura del circulo pedfa construir con regla y compés un
cuadrado cuya drea coincida con la de un circulo dade (esto es muy diferente de la opinién vulgar
gue supone que la cuadratura del circulo es hallar razonamientos sofisticos que prueben que los
circulos son cuadrados). De modo similar, clisicamente se concebia el problema de evaluar (5.1)
como el de hallar un cuadrado cuya drea coincidiese con la del cuadrildtero curvilineo delimitado
por el gje de abscisas, las rectas x = a, x = b y la grafica de f.

67
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» Aunque se conozca la expresién analitica de f y ésta sea una funcidn ele-
mental, la primitiva de f quizd no sea elemental. Ya vimos que esto ocurre

p. &. si f(z) = exp(—z?).

= Aunque la primitiva de f sea clemental, encontrarla puede requerir alguna
feliz idea (p. ej. un cambio de variables) con la que no seamos capaces de
atinar.

= Aunque la primitiva sea elemental y obtenible sin recurso a ideas felices,
encontrarla puede ser tedioso o precisar técnicas numéricas mas comple-
jas que las requeridas para hallar (5.1). Por ejemplo si f es una funcién
racional (cociente de dos polinomios) la primitiva se puede encontrar apli-
cando técnicas sistematicas; por desgracia éstas requieren hallar todas las
raices del denominador, tarca que en general hay que realizar por aproxi-
macién numérica y es mas dificil que aproximar (5.1) directamente.

5.1.2 Reglas de cuadratura

La mayor parte de los métodos numéricos aproximan (5.1) por una combi-
nacién lineal de valores de f

Ina(f) = aof(wo) + -+ +anflzy)- (5.2)

Elegidos y fijados N > 0, los a; y los z;, 1a expresién (5.2) asocia a cada funcién
f un nimero real y constituye lo que se llama una regla de cuadratura. Los z; se
llaman abscisas o nodos de la regla; suele convenir que se hallen en [a, b], pero no
es imprescindible.? Supondremos, naturalmente, que los z; son dos a dos distintos.
Los o; se denominan pesos y también coeficientes de la regla.

Conviene retener de memoria las cuatro reglas signientes.

La regla de los rectdngulos

THf) = (b—a)f(a). (5.3)
La regla del punto medio

IPM(F) = (b—a)f(c), c— a;b. (5.4)

2Si algiin nodo no pertenece a [a, b] entonces la regla sélo es aplicable a funciones que ademds
de en [a, b] estén definidas en los nodos.
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La regla de los trapecios

b—a b—a
() = 5 fla)+ —— 1) (5.5)
La regla de Simpson (1710-1761)
b—a 4(b—a) b—a a+b

I°(f) =

5 f(“)+Tf(C)+Tf(b)a c=— (5.6)

5.1.3 Grado de exactitud

Decimos que una regla de cuadratura (5.2) tiene grado de exactitud M > 0 si
halla exactamente la integral de cada polinomio de grado < M (es decir, Z(f) =
Iny1(f) para cada f polinomio de grado < M), pero no halla exactamente la
integral de al menos un polinomio de grado M + 1. Parece razonable suponer que
es conveniente considerar reglas de grado de exactitud alto.

Ejemplo 5.1.1 Regla del rectdngulo. Para una constante A la integral vale A(b— a) y coincide
con la aproximacion (3.3); asi el grado de exactitud es a lo menos 0. Para la recta A + Bz, el
verdadero valor es A(b—a) + B(b? —a?)/2, la aproximacién (b—a)( A+ Ba); como no coinciden
para B #£ 0, el grado de exactitud es 0. ] '

Ejemplo 5.1.2 Regla del punto medio. Para una constante A la integral vale A(h—a) y coincide
con la aproximacidn dada por (5.4); asi el grado de exactitud es a lo menos 0. Para la recta A+ Bz,
el verdadero valor es A(b — a) + B(b® — a?)/2, que también coincide con la aproximacién (b —
a)(A+B(b+a)/2); el grado de exactitud es pues > 1. Para la pardbola cuadratica A+ Bz + Cz?,
laintegral A(b— )+ B(b* —a?)/2+C(b* — a®)/3 y la aproximacién (b—a){A+ B(b+a)/2+
C(b+ a)?/4) son distintas si C' # 0. Por ello el grado de exactitud es 1.[]

Ejemplo 5.1.3 Reglas de los trapecios y Simpson. Es ficil probar (vea los problemas que
siguen) que para las reglas de los trapecios y Simpson los grados de exactitud son 1 y 3 respecti-
vamente. []

Con cada regla, ademds de memorizar los coeficientes y nodos, conviene acor-
darse del grado de exactitud.

Problema 5.1.1 Aproxime fol.f cos x dr mediante las reglas del rectdngulo, punto medio, tra-
pecios y Simpson. (Solucién: 0.87758, 0.54030, 0.47416, 0.51825; el verdadero valor es 0.51807,
asi que los errores son respectivamente --0.36, —0.022, 0,044, —0.00019.)

Problema 5.1.2 Aproxime fol '9055 cosx dz por las mismas reglas. (Ahora resulta 0.058168,
0.054030, 0.053962, 0.0540077227, el verdadero valor es 0.0540077208, asi que los errores son
regpectivamente —0.004 1, —0.000 022, 0.000 046, 0.000 000 001 9.)
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Problema 5.1.3 Consideremos reglas de cuadratura (5.2) que integren exactamente las fun-
ciones constantes. Demuestre que el grado de exactitud es M si y solamente si la regla no da error
al cuadrar las funéiones 1, z, 2, ..., z™ y da error no nulo al cuadrar . Utilice este resul-
tado para demostrar que el grado de exactitud de la regla de Jos trapecios es 1 y el de la regla de
Simpson 3. '

Problema 5.1.4 Demuesire que en el problema anterior las funciones z* pueden sustituirse
por las funciones (z — £)¥, donde £ es un mimero real cualquiera. La eleccién £ = (a + b)/2 es
particularmente Gtil, porque entonces la integral de (z — £ * es nula si & es impar (entienda esto
con una grifica). Use este resultado con £ = {a + b)/2 para comprobar de nuevo que el grado de
exactitud de la regla de Simpson es 3.

5.2 Obtencion de reglas de cuadratura

Supondremos ahora que en (5.2) hemos elegido N y los nodos z; y trate-
mos de determinar de manera razonable los pesos «;. Para tal obtencién vamos
a presentar tres técnicas distintas, que se usan también en otras muchas édreas del
analisis numérico. Conviene observar que la calidad de un método no depende de
la solidez del razonamiento que nos llevé a construirlo, sino de sus prestaciones
prdcticas y de los resultados matemdticos gue sobre él podamos probar una vez
construido.

5.2.1 El método interpolatorio

Sustituyamos el integrando f por el polinomio P de grado < N que coincide
con él en los N + 1 nodos z;. Podremos tomar f° P(x) dz como aproximacién al
verdadero valor (5.1), es decir definir una regla por

Tnsa(f) = I(P) = f ' P(z) da. .7

a

Si expresamos P en la forma de Lagrange (3.4), tendremos

Tnaalf) = (@o) [ ofa)da -+ fan) [ (o) i,

con lo que los pesos buscados son

b
ai=/ t(z)dz, i=0,...,N (5.8)
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Figura 5.1: Regla del rectingulo

(note que el segundo miembro de (5.8) depende sélo de las abscisas y es indepen-
diente del integrando f). La regla (5.2) con los pesos (5.8) se llama regla interpo-
latoria correspondiente a las abscisas z;. El siguiente teorema nos garantiza una
cota inferior para el grado de las reglas interpolatorias.

Teorema 5.2.1 Dados N > 0y N + 1 abscisas x,; dos a dos distintas, la corres-

pondiente regla de cuadratura interpolatoria (5.2), (5.8) tiene grado de exactitud
> N.

Demostracion. Si el integrando f es un polinomio de grado < N entonces su
polinomio interpolador P es = f y la igualdad (5.7) revela que Zy,1(f) = Z(f).
O

Ejemplo 5.2.1 Regia del rectdngulo. Encontremos la regla interpolatoria con N = 0 basada
en la abscisa zg = a. El interpolante es 1a constante f(a), cuya integral vale

b
[ Fla)dz = (b — a) f(a),

con lo que la regla resulta ser la del rectdngulo (5.3). La regla sustituye la verdadera integral, que
es el drea de un cuadrildtero curvilineo, por el 4rea del rectdngulo delimitado por las rectas = a,
z = b, el eje de abscisas y la recta y = f(a) (Figura 5.1). Establecimos anteriormente —v es
evidente en la grifica— que el grado de exactitud es (0. Asf el grado coincide con la cota inferior
N suministrada por el Teorema 5.2.1. ]
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Figura 5.2: Regla del punto medio

Ejemplo 5.2.2 Regla del punto medio. Encontremos Ia regla interpolatoria con N = 0 basada
en la abscisa xg = ¢ = (a + b)/2. El interpolante es la constante f(c) cuya integral es

b
' f J(0) dz = (b — @) £ (),

y la regla resulta ser la del punto medio (5.4). La regla sustituye la verdadera integral por el drea
del rectdngulo delimitado por las rectas ¢ = a, © = b, el eje de abscisas y larectay = f (e)
(Figura 5.2). Si el integrando es constante coincide con la recta y = f(c) y la regla no da error;
por tanto su grado de exactitud e¢s > 0, cota dada por el teorema anterior. Si cuadramos una
rectay = f(z) = A + Bz, B # 0, hay diferencia entre el interpolante y = A + Bcy el
verdadero integrando; sin embargo las integrales de ambos coinciden segiin se comprueba en la
grifica. Por ello, el grado de exactitud es > 1, a pesar de que la regla se construye interpolando
por un polinomio constante. Demostramos en la seccién precedente que, de hecho, el grado es
exactamente 1; esto también se sigue inmediatamente de la intepretacién grifica. [

Ejemplo 5.2.3 Regla de los trapecios. Supongamos ahora N. = 1, xy = a, x1 = b. Escriba
la recta de interpolacién de Lagrange e intégrela y concluya gue la regla resultante no es otra que
la regla del trapecio (5.5). Ahora el verdadero valor de la integral se sustituye por el drea de un
trapecio (Figura 5.3). La interpretacién geométrica muestra que el grado de exactitud es 1.[]

Ejemplo 5.2.4 Regla de Simpson. Finalmente tomemos N = 2, zg = a, 71 = ¢ = {a + b)/2,
z2 = b. Escriba la pardbola de interpolacién de Lagrange e intégrela y concluya que la regla
resultante no es otra que la regla de Simpson (5.6). En el Problema 5.1.3 vimos que el grado de
exactitud es 3, una unidad mis que la cota dada por ¢l teorema: la regla se basa en interpolar por
paribolas cnadraticas pero integra sin error incluso las pardbola ciibicas. (I

Ejemplo 5.2.5 Cambio de variable. Consideremos el cambio de variable z = AX + p, donde
X > 0y u son constantes. Sea A < X < B el intervalo que se corresponde con a < z < b, esto
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Figura 5.3: Regla del trapecio

es, & = AA + 1, b = AB + p. A cada funcién f(z) en [a, b] le corresponde una nueva funcién
F(X) = f(AX + p). Las integrales f: flz)dz, ff F(X)dX no son iguales, sino que se hallan
en la proporcién de b—a a B — A.* De acuerdo con ¢l Problema 3.1.13, el polinomio interpolador
de F(X) en los nodos X; es p(AX + ), donde p(x) es el polinomio que interpola a f() en los
z;. La regla interpolatoria en el intervalo [a, b] con nodos z; v la regla interpolatoria en [A, B] con
los nodos X; correspondientes (x; = AX; + 1) tienen sus pesos en la proporcidnde b—a a B — A,
porque los valores de estas reglas son las integrales de p(z) y p(AX + 1) respectivamente,

Se puede usar esta observacion para hallar los pesos, encontrdndolos primero en un intervalo
sencillo como [0,1] 6 [-1, 1]. Asi para los nodos —1, 0, 1 en el intervalo —1 < X < 1 se halla sin
dificultad que los pesos de la regla interpolatoria son respectivamente 1/3, 4/3, 1/3. Entonces para
el intervalo [a, b] 1a regla interpolatoria basada en los nodos a, ¢, b (regla de Simpson) tendrd pesos
(b—a)/2x1/3, (b—a)/2x4/3,(b—a)/2x1/3.00

5.2.2 El método de coeficientes indeterminados

Se basa éste en notar que la regla (5.2) tiene grado de exactitud > & si y solo
siZy+1(f) = Z(f) cuando f(z) = 1,x,..., 2", es decir

o + o + e+ Oy b—a
oo + orp + 0 4+ anyIn = ¥ —a®)/2
o e S ("= a%)/ (5.9)
: + +  eme : :
aozk + ot + o+ ayak = (O —aHY))(k+1)

3Lleve a cabo el cambio de variable en la integral, o mejor observe que las dos integrales
son dreas de sendas figuras en que comparten las mismas alturas pero cuyas bases estdn en la
proporcién mencionadade a —ba A — B, es.decirde A a 1.
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Esto es un sistema de & + 1 ecuaciones para los N + 1 coeficientes ¢;. Si pre-
tendemos alcanzar grado > N estaremos imponiendo tantas condiciones como
coeficientes tenemos: ademds, como 12 matriz del sistema es de Vandermonde con
abscisas dos a dos distintas, el sistema tendré solucién dnica (Problema 3.1.6). De
este modo hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 5.2.2 Dados N > 0y N + 1 abscisas z; dos a dos distintas, hay una
iinica eleccion de pesos o; para los cuales la regla (5.2) tenga grado de exactitud
> N. Los pesos pueden hallarse resolviendo el sistema (5.9) con k N.

Combinando este aserto con el Teorema 5.2.1 tendremos:

Teorema 5.2.3 Dados N > 0y N + 1 abscisas z; dos a dos distintas, la corres-
pondiente regla interpolatoria es la vinica con esas abscisas que tiene grado de
exactitud > N. Los pesos pueden hallarse resolviendo el sistema (5.9) conk = N
o por la férmula (5.8).

Ejemplo 5.2.6 Consideremos reglas con un s6lo nodo N = 0. Con un coeficiente ag por
determinar pongamos & = 0 en (5.9), es decir, exijamos que la formula integre sin error las
constantes. Obtenemos ag = b — a. Asi se hallan, en particulac, la regla del rectdngulo (5.3) y
la del punto medio (5.4) sin pasar por los correspondientes interpolantes. Observe que, cuando
zo = (a + b)/2 (regla del punto medio) también se satisface la segunda ecuacion de (5.9} porque
apzo = (b — a)(a+ b)/2 = (b? — a?)/2; eso ocurre porque la formula cuadra exactamente las
rectas. [

5.2.3 El método del desarrollo de Taylor

Ejemplo 5.2.7 Tstremos éste obteniendo una regla con N = 1, zg = a, #1 — b. Suponien-
do que el integrando f es suficieniemente diferenciable, tendremos f(b) = f(a) + fa)b -
a) + f"(a)(b—a)?/2 + - - -, donde los puntos suspensivos quicren indicar que procederemos con
el desarrollo de Taylor hasta un orden todavia sin determinat y afiadiremos el término de error
correspondiente. Sustituyendo en la regla Zo(f) = aof(a) + a1f(b), tenemos

—a)?

S f"a) + (5.10)

Lo(f) = (a0 + ) F@) + an(b— a)F'(a) + 01

Por otro lado, integrando término a término

] .
1) = [ [0+ rae-o+gr@e-are | @

= o-ar@+ 5L 0+ 8L @+ 5.11)



5.2. OBTENCION DE REGLAS DE CUADRATURA 75

Ahora impongamos que los términos de los segundos miembros de (5.10) y (5.11) vayan coinci-
diendo. Obtenemos la jerarquia de ecuaciones

ap + o = b— a,
_ 2
(b—aoy = (b_z“)__,
_ a\2 Y-
G-ap, = (-

2 6

ey,

donde tratamos de satisfacer el mayor nfimero de ecuaciones consecutivas que nos sea posible em-
pezando desde la primera (de ahi el nombre jerarguia). Claramente satisfaremos las dos primeras
ecuaciones si tomamos c; = ag = (b — a)/2; estos son justarmnente los pesos de la regla de los
trapecios (5.5). No se puede satisfacer también la tercera pues da un valor de cr; incompatible con
el ya obtenido de la segunda.

¢Qué significan todas las manipulaciones que hemos hecho y por qué hemos llegado a los
coeficientes de la regla de los trapecios? Supongamos que el integrando sea un polinomio de
grado < k. Entonces efectnando los desarrollos de Taylor de f hasta ese orden, el polinomio
de Taylor coincide con el propio integrando y los segundos miembros de (5.10)-(5.11) tienen
justamente &k + 1 sumandos, sin que haya términos de error. Por ello, las primeras & 1 1 ecuaciones
de la jerarquia son necesarias y suficientes para garantizar que la regla y la integral coinciden para
polinomios de grado < k, o, en otras palabras, que el grado de exactitud es > k. Al considerar dos
ecuaciones de la jerarquia recaemos en la regla de los trapecios (iinica regla con esos nodos con
grado > 1, Teorema 5.2.3). Y no se pueden satisfacer las tres primeras ecuaciones porque la regla
de los trapecios no es exacta para polinomios cuadriticos, []

En general el método del desarrollo de Taylor pide:

= Desarrollar en Taylor las ordenadas f(z;). El punto en torno al cual se
cfectia el desarrollo de Taylor puede ser uno de los nodos (a en el ejem-
plo precedente) o cualquier otro punto que conduzca a simplificaciones en
los cdlculos; el punto medio ¢ = (a + b)/2 del intervalo suele ser particu-
larmente Ttil. '

= Desarrollar en Taylor el integrando f (m) en torno al mismo punto e integrar
término a término el desarrollo.

= Imponer que los términos de ambos desarrollos vayan coincidiendo hasta
donde sea posible.

Problema 5.2.1 Obtenga los coeficientes de la regla de los trapecios y los de la regla de Simp-
son por el método de coeficientes indeterminados.
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Problema 5.2.2 En el método de coeficientes indeterminados se puede exigir grado de exacti-
tud > % imponiendo que la regla cuadre sin error las funciones 1, z — €, (z — £)%, ..., (z — £)*,
siendo £ cualquier mimero real. Escriba el sistema que reemplaza al (5.9). Obtenga los coefi-
cientes de las reglas de los trapecios y Simpson usando esta idea con £ = a. Luego repita con
¢ = ¢ = (a+ b) /2. Compare la dificultad de los cdlculos con la del problema anterior.

Problema 5.2.3 Halle los coeficientes de las reglas del punto medio y Simpson mediante de-
sarrollos de Taylor en torno al punto ¢ = (@ + b)/2.

Problema 5.2.4 Regla de los tres octavos. Halle por el método interpolatorio la dnica regla de
grado de exactitud > 3 que usa las abscisas equiespaciadas a, (2a + b)/3, (a +2b)/3, b. Vuelvaa
obtener esos coeficientes usando coeficientes indeterminados, imponiendo exactitud en funciones
de la forma (z — ¢)¥, ¢ = (a + b)/2. Obtenga una vez més los coeficientes, ahora por desarrollo
de Taylor en torno a c. (La solucién es (b — a)/8, 3(b — a}/8, 3(b — a)/8, (b — a}/8, y poreso la
regla se llama de los tres octavos.) Halle el grado de exactitud (solucién: 3).

Problema 5.2.5 La regla de los trapecios modificada. Ademds de reglas de cuadratura de la
forma (5.2) se pueden considerar otras que, por ejemplo, usen valores de la derivada de f. Bus-
camos una regla de la forma o f(a) + a1 F(8) + Gof'(a) + £1 f/(b). Determine los cuatro pesos
para lograr que el grado de exactitud sea > 3; para ello use coeficientes indeterminados basados
en las funciones (z — ¢)*, ¢ = (a + b)/2. Vuelva a determinar esos pesos ahora desarrollando en
Taylor en torno a e. (La solucién es ag = a; = (b—a)/2, By = —f1 = (b—a)?/12.%) Demuestre
que el grado de exactitud es justamente 3.

Problema 5.2.6 Demuestre que la tinica regla que usa una sola abscisa y tiene grado de exac-
titud > 1 es la del punto medio. Concluya que con una sola abscisa no es posible alcanzar grado
de exactitud > 2.

Problema 5.2.7 Regla Gaussiana con dos nodos. En el intervalo [—1, 1] halle por coeficientes
indeterminados la regla de grado de exactitud maximo posible basada en las dos abscisas +/3/3.
(Cudl es el grado de exactitud? (Solucidén: los pesos son ambos 1 y el grado es exactamente 3.} La
regla obtenida se basa en un interpolante lineal y con todo integra exactamente las cibicas.’

4Aquf los coeficientes 5 no son proporcionales a la longitud del intervalo b — a sino a su
cuadrado. Esto no contradice lo establecido en el Ejemplo 5.2.5, porque ahora no trabajamos con
una regla de la forma (5.2).

* 5M4s generalmente, Gauss (1777-1855) demostré que para cada entero N hay una tinica elec-
ci6n de N + 1 abscisas x; para las cuales la correspondiente regla de cuadratura interpolatoria
posee grado de exactitud 2NV + 1. Esta regla se llama gaussiana y la determinacién de las abscisas
pasa por la teoria de los polinomios ortogonales. No hay ninguna regla con N + 1 abscisas que
alcance el grado de exactitud 2NV + 2.
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5.3 Error de cuadratura

¢ Qué podremos decir del error Ex11(f) = Z(f) — In+1(f) que se comete
al cambiar el verdadero valor de una integral por la aproximacion obtenida por
(5.2)?

Un estudio detallado de la obtencién de cotas de error para las reglas de
cuadratura se sale dei nivel de este libro (con todo, los problemas de esta sec-
ci6én dan algunas ideas utiles). Para las reglas que hemos venido estudiando puede
demostrarse:

La regla de los rectdngulos. Si f tiene derivada continua en [a, b], entonces
existe un punto 7 € [a, b] para el que -

(- a?
en(r) = 252

La regla del punto medio. Si f tiene dos derivadas continuas en [a, b|, entonces
existe un punto 77 € [a, b] para el que

f'(n. (5.12)

g () = Lo iy (5.13)

La regla de los trapecios. Si f tiene dos derivadas continuas en [a, b], entonces
existe un punto 7 € [a, b] para el que

E7(f) = -

La regla de Simpson. Si f tiene cuatro derivadas continuas en [a, b], entonces
existe un punto 7 € [a, b] para el que

_ \3
(b 12&) fﬁ(n)_ (5_14)

- (b—a)f
Ef) =~ 2880

El punto 7 naturalmente cambia al cambiar f o al cambiar de regla.
De modo similar a nuestra discusién del error de interpolacién, observe:

Aot ) (), (5.15)

= El orden de la derivada M + 1 que aparece es una unidad superior al grado
de exactitud M. Si el integrando es un polinomio de grado < M entonc_e\s el
error ha de ser cero, lo cual se logra usando la derivada M 4-1 del integrando.

= Con la derivada M + 1 aparece la longitud del intervalo elevada a M + 2.
Esto se justifica por andlisis dimensional como en el Ejemplo 2.6.2: las
dimensiones de la integral son el producto de las de f por las de z.
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Ejemplo 5.3.1 Para laintegral fol"; cos z dx considerada en el Problema 5.1.1 los errores para
las cuatro reglas son —0.36, —0.022, 0.044, —0.00019. ;Observa que el signo de los errores se
podia haber previsto de las férmulas (5.12)~(5.15)? Acotando el médulo de las derivadas de la
funcién cos z por 1, las férmulas dan las signientes cotas para el valor absoluto del error 1/2 =
0.50, 1/24 = 0.042, 1/12 ~ 0.083, 1/2880 = 0.00035. [

Ejemplo 5.3.2 Para la integral fol ';55 cos x dx considerada en el Problema 5.1.2, el error en
la regla del rectdngulo es —0.0041. La misma regla en la integral precedente daba error —0.36,
unas 100 veces mayor —como predice la cota (5.12) ya que antes b — a era 10 veces mayor que
ahora, Para las reglas del punto medio y trapecios los errores ahora son —0.000 022, 0.000 046,
aprecidndose una divisién entre 1000 respecto al ejemplo anterior. Para la regla de Simpson ahora
el error es 0.000 000 001 9 y la divisién es entre 100 000. Todas las reglas se comportan mejor
en este ejemplo que en el precedente, pero las de grado de exactitud alfo sacan mds partido de la
pequeriez del intervalo. [

Problema 5.3.1 Obtencién de la regla de Simpson a partir de la del punto medio y la de los
trapecios. Compare (5.13) y (5.14) para concluir que cuando f es un polinomio de segundo grado,
el valor absoluto del error en la regla de los trapecios es exactamente el doble del correspondiente
ala regla del punto medio. Definiendo una nueva regla por Z(f) = (2/ 3 IPM(F) + (1/3)ZT(f),
tendremos E(f) = (2/3)EFPM{f) + (1/3)ET(f) y por tanto £(f) = 0 para f polinomio de grado
< 2. Explicite los pesos y las abscisas de la nueva regla y comente.®

Problema 5.3.2 Un teorema de valor medio para integrales. Sean a y g funciones reales
definidas en [a, b tales que las integrales A = J:: a(r)de £ 0, B = f: g(z)a(z) dr existan,
o tome valores > 0 y g sea continua. Pruebe que existe un punto 7 € [a, b para el que

_fﬂ@mwm mmﬁwam

(Indicacién: pruebe que la cantidad B/A queda comprendida entre los valores méaximo y minimo
tomados por g.)

Problema 5.3.3 Error en la regla del rectdngulo. Vamos a demostrar en varias etapas (5.12},
suponiendo que f tiene derivada continua en [o, b).
(i) Demuestre que

b
£7() = [ (@) - 1(@)da

(el error de cuadratura es la cuadratura del error de interpolacion).

(ii) Demuestre que la funcién de =, @ < = < b, dada por g(z) = (f(z) — f(a))/(z — a) se
puede definir también para & = a de suerte que después de esa prolongacién g sea continua en
[a, b]- '

Este problema ilustra cémo combinar linealmente los resultados de dos procesos numéricos
para aproximar una misma cantidad a efectos de obtener una aproximacion mejor que las que se
combinan.
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(iii) Pruebe que para cada n € [a, b] existe otro 77* € [a, b] tal que g{n) = f'(5).
(iv) Use el apartado (i) y ¢l Problema 5.3.2 para concluir que

(b—a)?
2

b
£°(1) = o) [ (o a)az = o(n).
a
(v} Use los apartados (jii) y (iv) para obtener el resultado (salvo un cambio de notacién).

Problema 5.3.4 Error en la regla del punto medio. Vamos a demostrar en varias etapas (5.13),
suponiendo que f tiene dos derivadas continuas en [a, b].
(i) Demuestre que

b
EM(f) = [ (@) - (@) do

(el error de cuadratura es la cuadratura del error de interpolacién). Demuestre que también

b
EPV(f) = j (F(z) — F(e) - /'(O)(& - ) d.

(i1) Demuestre que la funcién de «, = € [a,b], z # ¢, dadapor g(z) = (f{z)—f{c)—f'(c)(z—
¢))/(z — ¢)? se puede definir también para = ¢ de suerte que después de esa prolongacién g sea
continua en [a, b].

(iii) Pruebe que para cada n € [a, b] existe otro n* € [a, b] tal que g(n) = f”(n*)/2 (recuerde
la forma de Lagrange del error en la interpolacion de Taylor y tenga especial cuidado en el caso
7 =.C).

(iv) Use el apartado (i) y el Problema 5.3.2 para concluir que

b
eru(5) =gn) [ (o —oras = L=y

(v) Use los apartados (iii) y (iv) para obtener el resultado (salvo un cambio de notacién).

Problema 5.3.5 Error en la regla del trapecio. Vamos a demostrar en varias ctapas (5.14),
suponiendo que- f tiene dos derivadas continuas en [a, b).
(i) Demuestre que si P(x) es la recta que interpola a f en a y b, entonces

b
e')= [ @) - Pa) i

(el error de cuadratura es la cuadratura del error de interpolacién).

(ii) Demuestre que la funcién de z, x € (a, b), dadapor g(x) = (f(z)}—P(x))/((z—a)(z—b))
sc puede definir también para z = a y & = b de suerte que tras esa prolongacién g sea continua en
[a, B]. ,

(iii) Pruebe que para cada n € [a, b] existe otro 5* € [a, b] tal que g(n) = f”(n™)/2 (si 7 no
es ni a ni & use la forma de Lagrange del error de interpolacion, para 7 = a 6 i = b puede razonar
por continuidad).

(iv) Use el apartado (i) y el Problema 5.3.2 para concluir que

b
()=o) [ @-a)e-pdo =Ly,

(v) Use los apartados (iii) y (iv) para obtener el resultado (salvo un cambio de notacién):

— a)3
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5.4 Reglas compuestas

3.4.1 Concepto de regla compuesta

Las reglas con las que hemos venido trabajando hasta ahora (recténgulos,
punto medio, trapecios, Simpson) son de utilidad limitada. Se observa de (5.12)-
(5.15) que para que el error al usarlas sea aceptable es menester que la longitud
b — a del intervalo de integracién sea pequefia relativamente al tamaiio de las
derivadas del integrando. ; Qué haremos si, habiendo aproximado una integral por
—digamos— la regla de Simpson, nos encontramos con un error que s demasia-
do grande para nuestras necesidades?

Una primera idea —que, por razones que luego expondremos, €s poco ttil—
consiste en construir por uno de los métodos que vimos mds arriba una nueva regla
cuyo grado de exactitud sea més alto que ¢l de 1a de Simpson.

Otra idea, mucho mas fructifera, consiste en introducir una particién

Ata=zp<t1 <2< - <y =",

escribir , , .
1 N
/ f(z)dz / flzydz+ -+ flz)dz (5.16)
a Lo TN-1
y aproximar cada una de las integrales en los subintervalos por la regla de Simp-
son. Asi obtenemos una aproximacién

°°(f) = (5.17)
T — X Adzxy — I
L0 f(wp) + Mf(xl/ﬂ‘i' L)
6 6 6
+ s
Ty — LN— Ny —xN— TN — TN_
# IO gy g M ) NN
(con z;_1/3 = (Ti1 +2:)/2, 0 = 1,..., N) que se llama regla de Simpson com-

7 puesta relativa a la particién A. Observemos que esta es una regla de la forma
(5.2) cuyas abscisas son los puntos de la particién y los puntos medios de los
subintervalos de la particién.’

Si en vez de aproximar las integrales en el segundo miembro de (5.16) por
la regla de Simpson, lo hacemos por las reglas® del rectdngulo, punto medio o

7;Cuiles es el peso correspondiente a 17 ;Y a f(zg/2)?
#También seria posible utilizar reglas distintas en subintervalos distintos, p. €j. 1a regla de los
trapecios en ciertos subintervalos y la del punto medio en los restantes.
pe P
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‘trapecios, obtenemos las reglas del rectdngulo compuesta, punto medio compuesta
o trapecios compuesta relativas a la particién A

() = (o))
+ -
+ (en — zn_1) f(zn1), (5:18)
IPMC(f) (21 l‘o)f(m/z)
+ SEERE
+ (xn — an-1)f(Zv-1y2), (5.19)
7o) = B + 25 (@)
+ .
TN —ITN-1

Flanoy) + T ENTL o). (5.20)

2 2

5.4.2 Errores en las reglas compuestas

Cuando se usa una regla compuesta el error cometido al cuadrar la integral
en [a, b] es la suma de los errores que se cometen en cada una de las V cuadra-
turas correspondientes a los subintervalos [z;_1, %;]. Por ejemplo para la regla del
rectdngulo compuesta, restando (5.18) de (5.16) tenemos,

ER(f) = T()-T™()
= folfudm—(ml EOHEN

+/ r)dr — (zy - 2n_1)f(@n_1);

cada linea es un error para la regla del rectingulo simple (es decir no compues-
ta). Usando la férmula (5.12) podremos escribir para integrandos con derivada
continua en [a, b|

. 2
o = 25y
+ ‘e

Eny —IN-1 d ' '
o= 2l g,
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siendo los 7; puntos de [z;_1,x;],7 = 1,..., N. Es fécil probar (Problema 5.4.3)
que existird 7 € [a, b] tal que

E(f) = 3 [(@ — 20)? + - + (aw — an1)"] £ ().

Obtengamos una cota a partir de esta expresién. Para ello tomemos valores abso-
lutos y mayoremos cada (z; — x;_1)* por A(z; — x;_1), con b = méx;(z; — Zi1)s
didmetro de la particién. Como

(z1 —zo)+--+{zn —2zZN_1) =N —T0 =D — a,

el resultado es 1
€590 < 36— a)hKy, (5.21)

con K una cota del valor absoluto la derivada de f en [a, b]. De aqui se concluye
la convergencia: al hacer la particién m4s y mds fina el error de cuadratura tiende
a 0. 'Y esta convergencia es de primer orden: dividir por dos el didmetro de la
particién divide por dos la cota del error.

Siguiendo los mismos pasos se tiene, para funciones con dos derivadas con-
tinuas en [a, b|,

1
|EPMC ()] < e a)h2K,, (5.22)
1
ETCNI < (b~ a)iKy, (5.23)
Y, para funciones con cuatro derivadas continuas en [a, 8],
[E7C(AN < g (b~ @)K, (5.24)

con K; una cota de la derivada ¢-ésima en |a, b]. Estas férmulas muestran la con-
vergencia de las respectivas reglas; convergencia que es cuadrética para la regla
del punto medio y la de los trapecios y cudrtica para la regla de Simpson. ; Obser-
va que en general la convergencia es de orden M + 1 para una regla compuesta
basada en una simple de grado de exactitud M ?

Ejemplo 5.4.1 Hemos calculado aproximadamente la integral
1 .2
/ exp(—xz*/2) da
0 2T

cuyo_integrando carece de primitiva elemental. El resulta:do verdadero, tomado de una tabla de la
distribucién normal, es 0.341 344 736 0. Hemos usado la regla de los trapecios en una particién
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Tabla 5.1: Regla de los trapecios compuesta, integrando indefinidamente derivable

h Numérico | Error | Error/h?
L. 0.320456 | 2.1 x1072 | 0.02089
0.5 0.336261 | 5.1 x1072 | 0.02034
0.25 0.340082 | 1.3 x10~3 | 0.02021
0.125 | 0.341030 | 3.2 x107* | 0.02017
0.0625 | 0.341266 | 7.9 x10~% | 0.02016

Tabla 5.2: Regla de Simpson compuesta, integrando indefinidamente derivable

h Numérico Error Error/h*
1. 0.341529051 | 1.8 x107* | 1.84 x10~*
0.5 0.341355487 | 1.0 x107% | 1.71 x10~*
0.25 | 0.341345406 | 6.6 x10~7 | 1.68 x10~*
0.125 | 0.341344787 | 4.1 x10°% | 1.68 x10~*
0.0625 | 0.341344748 | 2.5 x107° | 1.68 x10~*

uniforme de didmetro 2 y los resultados estdn dados en la Tabla 5.1. Observe cémo decrece €l
error al refinar la particion: al dividir entre dos el didmetro el error sé divide aproximadamente
entre cuatro {(vea (5.23)). Esto se aprecia mejor en la dltima columna, que da el error dividido por
el didmetro al cuadrado, [J

Ejemplo 5.4.2 Este ejemplo es como el antetior, con la diferencia de que ahora la regla es la de
Simpson. Los resultados estdn en la Tabla 5.2. No sélo los errores, para cada h dado, son menores,
sino que Ia reduccién del error con h es ahora mucho més ripida que en la Tabla 5.1. Al dividir A
entre dos, el error 1o hace aproximadamente por 16. ;Era esto de esperar?[]

Ejemplo 5.4.3 Es muy importante notar que, en el ejemplo precedente, es injusto comparar los
errcores de los trapecios y Simpson correspondientes a un valor de A dado. La regla de Simpson
con h = 0.0625 precisa evaluar el integrando en 33 puntos; la de los trapecios con el mismo valor
de h sélo evalda el integrando en 17 puntos, aproximadamente la mitad. Los métodos niimericos
deben compararse por trabajo para un error deseado o por error para un trabajo dado. Una
manera ilustrativa de cotejar les resultados de las Tablas 5.1 y 5.2 es construir una gréfica de
eficiencia comeo la Fig. 5.4. Esta es una representacién doblemente logaritmica: en cada eje, las
sucesivas potencias de diez aparecen a intervalos de longitud constante. En ordenadas (de 10! a
10~9) tenemos ¢l error, en abscisas (de 10° a 10?) el trabajo medido en nimero de evaluaciones
del integrando. La linea superior corresponde a la regla de los trapecios compuesta, la inferior a
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ERROR
3
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o
-

10 o' 10°

p
EVALUACIONES

Figura 5.4: Comparacién entre la eficiencia de las reglas de los trapecios y Simpson compuestas

la de Simpson compuesta. Las lineas son aproximadamente rectas, con pendientes una doble de
otra jpor qué? Para un trabajo dado, la regla de Simpson da error menor que la de los trapecios.
Prolongando la linea de la regla de los trapecios, férmese una idea del trabajo que se necesitarfa
con ella si se precisaran esTores menores que 1078.00

Ejemplo 5.4.4 Este ejemplo es como el 5.4.1 (regla de los trapecios compuesta) con la tinica
salvedad que ahora el integrando es \/z y el verdadero valor de la integral es 2/3. Los resultados
se hallan en la Tabla 5.3. Los errores son mayores que en el Ejemplo 5.4.1 y no se dividen entre
cuatro al dividir el didmetro entre dos. ;Qué estd fallando? Respuesta: e} integrando no tiene dos
derivadas continuas, y las hip6tesis necesarias para escribir (5.23) no se verifican. (]

Cuando sc pueden estimar las derivadas del integrando las férmulas (5.21)—(5.24)
permiten decidir qué tamafio del didmetro hace falta para obtener errores menores
que una tolerencia prescrita. Cuando las derivadas no se poseen 0 110 sOn faciles de
estimar (el caso mds comiin en la prictica), podemos cuadrar en varias particiones
y examinar los resultados numéricos.

Ejemplo 5.4.5 EnlaTabla 5.1 observamos en la segunda columna que la aproximacién numé-
rica conserva la cifra de las milésimas al refinar de b = 0.125 a h = 0.0625; esto permite suponer
que la integral es 0.341.
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Tabla 5.3: Regla de los trapecios compuesta, integrando con derivada segunda singular

h Numérico |  Error | Error/h?
L. 0.500000 | 1.6 x10~* 0.16
0.5 0.603553 | 6.3 x1072 0.25
0.25 0.643283 | 2.3 x1072 0.37
0.125 | 0.663581 | 8.5 x1073 0.54
0.0625 | 0.665559 | 3.1 x1073 0.79

5.4.3 Relacion con la interpolacion polinémica a trozos

Al usar la regla de los trapecios compuesta sustituimos en cada subintervalo
[#;1, ;] €l verdadero integrando f por el segmento de recta que coincide con €l
cuando x = x;_1 y £ = ;. Por tanto estamos sustituyendo f por su interpolante
lineal a trozos s € M}(A) y tomando Z(s) como aproximacién a Z(f). Andloga-
mente la regla de Simpson compuesta toma como aproximacién a Z(f) la integral -
Z(¢) del interpolante cuadrético a trozos g € MZ(A) de f. Como observamos
en el capitulo precedente, al refinar la particion los interpolantes lineal a trozos y
cuadritico a trozos tienen graficas arbitrariamente préximas a la de f, y esto expli-
ca la convergencia de las reglas de los trapecios compuesta y Simpson compuesta.
Vea las Figs. 4.2 y 4.3. '

Las reglas de los rectingulos compuesta y punto medio compuesta también
corresponden a tomar como aproximacién a la integral la integral de un inter-
polante polinémico a trozos. Para ambas reglas el interpolante es una funcién
constante a trozos discontinua en los puntos de la particién A. Este tipo de inter-
polante no se estudi6 en el capitulo precedente.

En conclusién vemos que todas las reglas (5.2) que hemos estudiado se basan
en tomar como aproximacién a Z( f) la integral exacta de una funcién que inter-
pola a f. Para las reglas simples con N 4 1 abscisas ¢l interpolante es el poli-
nomio interpolador de Lagrange de grado < N. Para las reglas compuestas el
interpolante ¢s una funcién polinémica a trozos.

¢ Qué ocurre si en vez de acudir a la idea de regla compuesta usamos reglas
(5.2) con N + 1 abscisas y grado de exactitud > N, con N grande? Por el Teore-
ma 5.2.3 las reglas en cuestion serian interpolatorias basadas en aproximar f por
un polinomio de grado alto. La Fig. 3.1 nos muestra que este modo de proceder
no es muy aconsejable.
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Problema 5.4.1 Se va a calcular 1a integral de exp(—x2) entre 0 y 1 por la regla del pun-
to medio compuesta usando una particién uniforme. Se desean errores menores que 5 x 1077,
¢Cudntos subintervalos hay que usar? (Si toma 2 como cota superior de la derivada segunda la
respuesta es 409.)

Problema 5.4.2 Escriba un programa que le permita realizar tablas como las de esta seccién
para cada una de las reglas compuestas que hemos estudiado. Realice grificas de eficiencia cuando
se integran en [0, 1] las funciones sin z, z'/2, £%/2, 5/2, £7/2_ Comente sus hallazgos.

Problema 5.4.3 Un teorema de valor medio para sumas. Sea ¢ una funcién continua en el
intervalo [a, b} y consideremos niimeros no negativos ¢, no todos nulos, y puntos 7; € [a,b],
¢ =1,..., N.Pruebe que existe € [a, b] para el cual

crg(m) + -+ +ang(nw) = g(n) fon +--- +an].

{(Indicacién: vea el Problema 5.3.2, del cual el presente es una variante discreta.)

Problema 5.4.4 Particiones adaptadas. ;Por qué es itil considerar particiones no uniformes?
Si se va a hallar el drea bajo la curva de Fig. 4.2 mediante la regla de los trapecios compuestds usan-
do un ndmero fijado de puntos en la particién ;es mejor una particién uniforme u otra que tenga
intervalos grandes cerca del extremos del intervalo y pequefios hacia el centro? Las particiones
que son finas donde la funcién que se estudia varfa mucho y groseras donde varia poco se llaman
adaptadas. La adaptacion se puede hacer 6 por el usuario analizando la funcién é automaticamente
por el programa que realice la cuadratura. En la segunda opcidn, el programa muestrea los valores
de f para identificar las zonas de variacion rdpida.

Problema 5.4.5 La extrapolacion al limite de Richardson (1881-1953).° En la Tabla 5.1 ya
observamos que el resultado Z, de usar la regla de los trapecios compuesta en una particién umi-
forme de didmetro % tiene un comportamiento de la forma 7, = T + ch® + o(h?), donde T
es el verdadero valor de la integral v ¢ una constante (que depende del intervalo en que se tra-
baja y de la funcion que se cuadra). Por tanto la rueva aproximacion a T definida por I?f =
(4/8)I1y2 — (1/3)Iy satisface I = T + (4/3)e(h/2)? — (1/3)ch® + o(h?) = T + o(h?), va-
lor méas cercano a Z de los Iy, Ty /s que se combinan. (Por ejemplo en la tabla mencionada es
IF = (4/3) x 0.336262 — (1/3) x 0.320456 = 0.341529 con error 1.8 x 10~1.) Se dice que
ZI}® es la aproximacién obtenida por extrapolacion al limite. Hallelapara h = 1/2, h = 1/4 enla
Tabla 5.1. Compare las aproximaciones obtenidas con la aproximacién (0.341266, la mejor de las
que figuran en la tabla.

Problema 5.4.6 La extrapolacion al limite de Richardson (continuacion). En la Tabla 5.2 los
errores se comportan como ch* + o(h*) y no como ch? + o(h?). ;Con qué coeficientes hemos de
combinar Zp, Ty, s, para obtener una aproximacién con error o(h*)? Obtenidos esos coeficientes
uselos para extrapolar las aproximaciones 7y, 7 ;5, dadas en la tabla.

.- *Richardson fue la primera persona en propugnar (ya en 1922) el uso, hoy tan familiar, del
célculo numérico para predecir el tiempo meteorolégico.



Capitulo 6

Derivacion numeérica

6.1 Introduccion

Nos ocuparemos ahora de aproximar el valor de la dertvada

D(f) = f(z") 6.1
de una funcion en un punto fijado z* o también el valor de la derivada segunda
DA(f) = f'(x*) (6.2)

o de las derivadas de orden superior.

Las razones que llevan a la introduccion de férmulas de derivacién numérica
son andlogas a las que conducen a la cuadratura numérica: quizé no se conozca la
expresion analitica de f o ella sea muy complicada.!

Para aproximar (6.1) consideraremos f6rmulas del tipo

Dynlf) = aof(zo) +- - +anflzn). (6.3)

Fijados z*, N, los nodos o abscisas x; (dos a dos distintos), y los coeficientes o pe-
sos o, la formula (6.3) asocia a cada f un nimero real. Para (6.2) consideraremos
andlogamente

DY 1 (F) = Bof(zo) + - - + Buflan). (6.4)

Diremos que una regla es de grado de exactitud M si no da error cuando f es
un polinomio de grado < M y da error en algiin polinomio de grado M + 1.

1Por otro lado, las férmulas de derivacién numérica son esenciales para construir métodos
numéricos para ecuaciones diferenciales; estos se emplean cada dia en multitud de aplicaciones
como prediccién meteorolégica, disefio de vehiculos, prospeccidn petrolifera, etc.

87
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Probiema 6.1.1 Consideremos férmmulas (6.3) que den 0 al aplicarse a las funciones cons-
tantes. Demuestre que el grado de exactitud es M si y solamente si la férmula no da error para las
funciones 1, z, 22, ..., 2 y da error no nulo para 211,

Problema 6.1.2 Demuestre que en el problema anterior las funciones z* pueden sustituirse
por las funciones {z — £)*, donde £ es un néimero real cualquiera.

6.2 Obtencion de formulas

Supondremos ahora que en (6.3) 6 (6.4) hemos elegido NV y los nodos z; y
tratemos de determinar de manera razonable los coeficientes o, 6 §;. Esto puede
efectuarse por los métodos que presentamos al hablar de la cuadratura numérica:
interpolatorio, coeficientes indeterminados y desarrollo de Taylor.

Ejemplo 6.2.1 Aproximacion a la derivada primera usando un nodo. Supongamos que en (6.3)
N = 0. Si usamos el inétodo interpolatorio, el interpolante es constante y la aproximacidn a la
derivada es nula para cada f. La férmula carece de interés. [

Ejemplo 6.2.2 Aproximacion a la derivada primera usando dos nodos. Usemos el método
interpolatorio escribiendo el interpolante en forma de Newton P(z) = f(xo) + flzo, 21](z — x0),
con lo que 1a férmula buscada es

Do(f) = Do) = P'(a") = flzo, ] = LE) =T, 65)

T1— %o

Note que los coeficientes de la férmula +1/{x; — 20) han resultado ser independientes del punto
z* en el que se busca la derivada. Por 1a forma en que ha sido encontrada, la férmula no da
error cuando f es una recta y por ello su grado de exactitud es al menos 1. Para la funcién 2 el
verdadero valor es 2" y la aproximacién {z? ~ x3)/(x1 — o) = 1 + To. Por consiguiente el
grado de exactitud es 1 siempre que no acontezea de que el punto x* donde deseamos hallar la
derivada sea el punto medio de zg y x;. Cvando z* = (z1 + zg)/2 el grado de exactitud es 2,
seglin se comprueba de inmediato. (]

Ejemplo 6.2.3 La diferencia progresiva. En la situacién del ejemplo anterior supongamos que
x* coincide con zg ¥ que g < z1. La férmula (6.5) es entonces

fz") =~ Ha” & h})L — f(m*),

con b = 1 — zg > 0y se llama progresiva ;por qué? Su grado de exactitud es 1, segiin vimos. []

(6.6)

Ejemplo 6.2.4 La diferencia central. En la situacién del Ejemplo 6.2.2 supongamos que z*
coincide con el punto medio (z; + xp)/2. La férmula (6.5) es entonces

f’(“’*)”,f(w*,_i-@;hf(w*_h)’ - 931;930_

Su grado de exactitud es 2, seglin discutimos arriba. ]

(6.7)
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Ejemplo 6.2.5 Aproximacién a la derivada segunda usando tres nodos. Con sélo dos no-
dos hay que aproximar la derivada segunda por 0, sea cual sea f. Supongamos entonces que
disponemos de tres nodes. Usemos el método interpolatorio escribiendo el interpolante en forma
de Newton P(z) = f(zo) + flzo, z1|(z — zo) + flzg, 21, 22](x — xo)(x — 21), con lo que la
férmula buscada es

flea)—Fflx) _ flzm)—Flxo)
DE(f) = D*(P) = P"(z*) = 2f[zo, 71, Ta] = — 22 BE o (6.8)

T2—ITp
2

Los coeficientes de la férmula han resultado ser independientes del punto * en el que se busca
la derivada segunda. El hecho de que el doble de una diferencia dividida segunda aproxime a la
derivada segunda ya nos es conocido, recuerde el Corolario 3.3.2.

Por el modo en que ha sido encontrada, la férmula no da error cuando f es una paribola
cuadritica ¥ por ello su grado de exactitud es al menos 2. Para la funcién 2? el verdadero valor
es 62* y la aproximacién (efecttie los célculos) 2(zy + z1 + z2). Por consiguiente el grado de
exactitud es 2 siempre que no suceda que el punto * donde deseamos hallar 1a derivada sea la
media aritmética de zg, z1, T2, Cuando z* = (zp + =1 + 2)/3 el grado de exactitud es 3, segin
se comprueba de inmediato. [ '

Ejemplo 6.2.6 La férmula central para la derivada segunda. Se desea aproximar f"(z*) me-
diante una combinacién lineal de los valores f(x* + h), f(z*), f(z* — k), b # 0. La férmula
(6.8) se escribe ahora

fla*+h)—2f(=") + f(=z" — h)

f”(.',U*) a i3

(6.9)

y se llama férmula de diferencias centrales. Segiin dijimos arriba (;dénde?) su grado es tres. [

Ejemplo 6.2.7 Cambio de variable. Con las notaciones del Ejemplo 5.2.5, sean z* y X* pun-
tos que se corresponden en el cambio. Se verifica F/(X*) = A f/(z*). Razonando como en aquel
ejemplo, se prueba que los pesos de la regla interpolatoria con nodos ; para aproximar f'(z”) se
obtienen dividiendo entre A los pesos de la regla interpolatoria para aproximar F'( X ™) con nodos
X;. O

Problema 6.2.1 La férmula central de cinco puntos para la derivada primera. Se va a aproxi-
mar f'(z*) mediante una combinacién lineal de f(z* +2h), f(z* +h), f(z*), f(z* —h), f(z* —
2h). Utilice las técnicas interpolatoria, de coeficientes indeterminados y Taylor para encontrar
los coeficientes. ;Cudl es el grado de precision? (Solucién: —1/(12h), 8/(12k), 0, —8/(12h),
1/{12h); cuatro.)

Problema 6.2.2 La férmula de diferenciacién regresiva de tres puntos. Se desea aproximar
f/(z*) por una combinacién lineal de f(z* — 2h), f(z* — k), f(z*). Use el método del desarrollo
de Taylor (desarrollando en torno a z*), para hallar los coeficientes 1/(2k), —2/h, 3/(2h). ;Por
qué se llama regresiva esta formula? Pruebe que su grado de exactitud es 2. Vuelva a obtener los
coeficientes, esta vez por el método interpolatorio.
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Problema 6.2.3 La férmula central de cinco puntos para la derivada tercera. Se desea apro-
ximar f"(z*) mediante una combinacién lineal de f{z* + 2k), f(z* + h), f(z*), flz* — h),
f(z*—2h). Utilice 1as técnicas interpolatoria, de coeficientes indeterminados y Taylor para encon-
trar los coeficientes. ;Cudl es el grado de exactitud? (Solucién: 1/(2h3), —2/(2h%), 0, 2/(2A%),
—1/(2h®), cuatro.)

Preblema 6.2.4 Sea i > 0; se desea aproximar e valor f”(z*) por una combinacién lineal de
los cuatro valores f{z* = h), f'(z* -L h). Utilice el método del desarrollo de Taylor para encontrar
los coeficientes 0, 0, £1/(2h).

Problema 6.2.5 Demuestre que cuando se obtiene la férmula (6.3) por el método interpola-
torio los coeficientes vienen dados por a; = £i{x*), siendo los £;{x} los polinomios de base de
Lagrange. Pruebe que una férmula interpolatoria con N+ 1 abscisas tiene grado de exactitud > N.
Extienda estos resultados a las férmulas (6.4) para aproximar la derivada segunda.

Problema 6.2.6 Usando el método de coeficientes indeterminados pruebe que hay una iinica
eleccion de coeficientes en la férmula (6.3) que haga el grado de exactitud > N. Concluya del
problema anterior que esos coeficientes son justamente los de la férmula interpolatoria. Extienda
estos resultados a las férmulas (6.4) para aproximar la derivada segunda.

6.3 Error de la derivacion numeérica

Presentaremos algunos ejemplos.

Ejemplo 6.3.1 Error en la diferenciacién progresiva. El error para (6.6) serd

SPROG(f) — f’(:ﬂ*) f(l’:* + h})L B f(l'*) )

Desarrollando en Taylor en torno a z*,

* £l * h2
Fe"+h) = (@) + hf (") + 5 7(8)
{(hay que suponer que la derivada primera es continua en [z*,z* + h| y la segunda existe en
(*,x* + h)) y de ahi
h
EFROS(f) = 5 F'(8).
Si K es una cota del valor absoluto de la derivada segunda,

h
|EFROG ()] < §K2=

y tenemos convergencia de primer orden: tomando h suficientemente pequefo, la férmula de
derivacién numérica da errores tan pequefios como se desee. [
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Tabla 6.1: Derivacion numérica por diferencias centrales

h exp(h) | exp(—h) | Aproximacién

1 2.718282 | 0.3678795 1.175201
10! | 1.105171 | 0.9048374 1.001668
1072 | 1.010050 | 0.9900498 1.000017
1073 | 1.001001 | 0.9990005 1.000017
1074 | 1.000100 | 0.9999000 1.000166
107 | 1.000010 | 0.9999900 | 1.001358
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Ejemplo 6.3.2 Error en la diferenciacion central. El error en (6.7) serd

EOENT(§) = #(z%) flz* +h)~ flz* = h).

2h
Desarrollando en Taylor en torno a z*,

h2 h3
fla* £ h) = f@") £ (@) + 5 f(@") + (),

donde £; y &_ son puntos intermedios (hay que suponer que la derivada segunda es continua en
[z* —~ h,x* + h] y la tercera existe en (z* — h, ™ + h)) y de ah{

2
ECENI(f) = ~% F )+ 7€) (6.10)

Si K5 es una cota del valor absoluto de la derivada tercera, tenemos ‘convergencia de segundo
orden

goent () < Bk O

(Observa en los ejemplos anteriores que el orden de la convergencia resulta ser
igual al grado de exactitud? Con grado M esperamos una derivada M 4+ 1 de f en
la expresién del error (;por qué?) y tal derivada debe ir acompafiada de un factor
h™ si hemos de tener dimensiones correctas. (Para la aproximacién de derivadas
segundas el orden de convergencia serd el grado de exactitud menos uno.)
Ejemplo 6.3.3 Hemos usado en una calculadora la férmula del ejemplo precedente con z* = 0
y varios valores de h v f(z} = exp(z). Naturalmente el valor verdadero es 1. Los resultados estdn

en la Tabla 6.1. En la dltima columna apreciamos como el error se divide entre 100 al dividir & de
120.1,yde0.1 a0.01. Después las cosas parecen complicarse. ;Qué estd pasando? []

Problema 6.3.1 Use el Problema 5.4.3 para probar que en (6.10) se puede representar el error
como —(h?/6)} f" (£) sila derivada tercera es continua.

Problema 6.3.2 Error en la aproximacion central a la diferencia segunda.Pruebe que el error-
de (6.9) es —(h2/12) f()(£), si f es suficientemente regular.
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6.4 La derivaciéon numérica problema mal puesto

Cuando % es pequefio en la Tabla 6.1 no se aprecia la convergencia cuadrati-
ca que cabrfa esperar. Esto se debe a la longitud finita de mantisa, que no nos
permite disponer de los valores exactos de exp(h). Estudiaremos en esta seccién
el efecto que sobre las férmulas de diferenciacion numérica tiene el hecho de no
conocer exactamente los valores f/(z;).

Antes conviene esclarecer el efecto que perturbar los valores de f tiene sobre
el verdadero valor de la derivada f(z*), no sobre las aproximaciones numeéricas
al mismo.

Ejemplo 6.4.1 Consideremos una funcién f que tome valores cuyo valor absoluto sea del

orden de 1. La funcién f(z) = f(z) + 10~ %sin{10'®z) toma valores sumamente parecidos a los
de f. Sin embargo f'(0) = £/(0) + 10°.[J

Cambios arbitrariamente pequefios en los valores de f pueden ocasionar cam-
bios arbitrariamente grandes en el valor de la derivada en un punto. Se dice en-
tonces que evaluar la derivada en un punto es un problema mal puesto.

El mal comportamiento de la operacién de derivar pasa a las férmulas de
derivacién numérica. Como ejemplo, analicemos la férmula de diferenciacién
central (6.7). Vimos que para que el error fuese pequefio hay que tomar / pequefio.
Pero entonces un error de € en el valor de f (z*=£h) (como el que se perpetra al rep-
resentar f(z*+h) en el ordenador mediante un niimero de precision finita) cambia
la aproximacién numérica a la derivada en una gran cantidad ¢ /h. Ademas, para
h.pequefio f(z* + k) y f(z* — k) son parecidos y la férmula implica la substrac-
cién de cantidades vecinas, operacién peligrosa para la artimética de precisién
finita segiin estudiamos en el Capitulo 1.

Ejemplo 6.4.2 Vea la Tabla 6.1: en la dltima fila el error relativo de 1.000010 como aproxi-
macién a exp(0.00001) es pequefio, y lo propio ocurre en el error de 0.9999900 en relacién con
exp(—0.00001). Pero hay que restar para obtener 0.000020 ¥y esta diferencia, como aproximacion
a exp(0.00001) — exp(—0.00001), contienc un gran error relativo pues en ella sélo disponemos de
dos digitos significativos, 2 y 0. Nosotros obtendriamos 0.000020/(2 » 10~5) = 1 como valor de
la derivada, ;de dénde sacé la calculadora 1.001358? Respuesta: ella trabaja internamente en base
2 y aungue nos muestre nimeros como 1.000010, 0.9999900 sus aproximaciones binarias internas
son ligeramente distintas. Ese ligeramente se amplifica al dividir entre 2 % 10~5 y...O0



Capitulo 7

Operadores de diferencias

7.1 El operador A y sus potencias. Tablas de dife-
rencias

7.1.1 El operador A

Es muy frecuente en los problemas de interpolacion, cuadratura numeérica y
derivacién numérica que las abscisas x; estén equiespaciadas, esto es tengamos

T;=29+4h,  i=0,1,...,N, (7.1)

siendo h un nimero positivo. Cuando se da esta circunstancia las férmulas se
pueden simplificar notablemente usando los llamados operadores de diferencias
finitas, que estudiaremos en este capitulo.

El operador de diferencias mds sencillo es el llamado de diferencias progresi-
vas A, Fijado un valor del parimetro 4, el operador A asocia a cada funcion real
f una nueva funcién real Af. La funcién A f toma en el punto z el valor A f(x)
definido como f(z + h) — f(x). Por consiguiente, el dominio de definicién de
Af consta de los puntos x tales que tanto x como x + h estén en el dominio de
definicién de f. Es importante observar que /A cambia al variar el valor de £; sin
embargo esta dependencia se sobreentiende y no se hace explicita en la notacion.

Ejemplo 7.1.1 Para f(z) = z, h = 1, la funcién A f vale constantemente 1. Para f(z) = z2,
h=1Af(z)=2z+1.[]

A A se le llama operador de ‘diferencias’ por razones obvias. El adjetivo *pro-
gresivo’ se aplica porque el punto x + % estd por delante del punto x. A veces se
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dice que A es un operador en diferencias finitas.!

7.1.2 Las potencias de A

El operador A puede iterarse, es decir se puede aplicar a la funcién A f para
obtener una nueva funcién A{A f) que se escribe A2 f. De este modo se define un
nuevo operador A? que se llama de diferencias (progresivas) segundas.

Analogamente escribimos A* f para referirnos a la funcién A(A2f) y, en ge-
neral, paran = 0,1,..., A" f para referirnos a la funcién A(A"f). Asf defini-
mos los operadores de diferencias progresivas terceras, cuartas, etc.

7.1.3 Diferencias a partir de valores de la funcién

¢Cudnto vale A®f(z) = [A(Af)](x)? Por definicién, tendremos glz+ h) -
g(z) donde g es la funcién A f. Entonces, como

gle) = fz+ k)= fz),  glz+h)= fle+h+h)~ flz+h),

se verificard
A*f(z) = f(z +2h) — 2f(z + h) + f(z).

De manera similar, puede demostrarse
APf(z) = f(z +3h) — 3f(z +2h) + 3f(z + h) — f(z)

y en general, paran = 0,1, . .., (Problema 7.1.2)
A"f(z) = f(z+mnh)- (T)f(:c + (n— 1)h)

—I—(g) flz+(n—2)h)+--- + (-1)" (Z) @), (1.2

donde el niimero combinatorio

(n) _n(rn—1)- k'('n,— k+1) (13)

k

"Esta terminologfa es cldsica ¥ se remonta & los siglos en que, siguiendo a Leibniz, se concebia
la diferencial df de una funcién f como diferencia ‘infinitamente pequeiia’ f{x + dx) — f(x)
entre los valores de [ en dos puntos ‘infinitamente’ proximos x y x 4 dz (concepeién que sigue
vigente entre muchos fisicos e ingenieros). Entonces se contraponia a la diferencial infinitesimal
la diferencia finita f(x + h) — f(x).
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cuenta las maneras de escoger & elementos de un conjunto de n.

Aunque la formula (7.2) tiene cierto interés (por ejemplo muestra que el valor
A" f(z) s6lo depende de los valores que f tome en los n+1 puntos z, ..., x+nh)
no debe nunca emplearse para hallar el valor de A™ f(x). Por el contrario debe
usarse la definicién, es decir hallar A" f(z) como A" f(z + h) — A" f(z), lo
cual exige conocer los valores de dos diferencias de orden n — 1, lo que a su vez
se vuelve a hacer por la definicion restando diferencias de orden n — 2, etc. En el
cdlculo a mano las operaciones se ordenan de manera sencilla en la llamada tabla
de diferencias, que no debemos confundir con la tabla de diferencias divididas
que estudiamos en relacion con la forma de Newton del polinomio interpolador.

Ejemplo 7.1.2 Deseamos hallar A®sin 0 cuando A = 7/6. Como vimos, el mimero buscado
depende de los valores sin0 = 0, sinw/6 = 0.500000, sinw/3 = 0.866025, sin w2 =1,y con
ellos formamos la siguiente tabla

0.000000 0.500000 —0.133975 —0.098075
0.500000 0.366025 —0.232050

0.866025 0.133975

1.000000

La primera columna tiene los valores de la funcién. Restando en esa columna cada nimero del
siguiente se obtiene la segunda, que por tanto contiene diferencias primeras: 0.500000 = Asin 0,
0.366025 = Asinw/6, 0.133975 = Asinw/3. Restando en la segunda columna obtenemos
la tercera, que contiene A?sin0 y A?sin7/6. En la Gltima columna encontramos la cantidad
buscada. La primera fila lleva valores en 0, la segunda en 7 /6, etc. [

Observe que, en contraposicién a (7.2), formar una tabla de diferencias no
requiere ninguna multiplicacién. Ademds es mas conveniente desde otro punto de
vista: en el ejemplo anterior no ha habido que efectuar ningin redondeo en las
cantidades intermedias.

7.1.4 Valores de la funcién a partir de diferencias

La férmula (7.2) que expresa las potencias de A en términos de valores de f
puede invertirse. Por ejemplo, de la definicién de A es

flz+h) = Af(z) + f(=),
y de la expresién para A?

flz+2h) = Af(z) +2f(z + h) — f(2),
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de donde
flz +2h) = A*f(z) + 2[Af(2) + (2)] — f(z) = A2f(z) + 20 f(2) + f(z),

Y, en general (vea el Problema 7.1.3),

n

Flz+nh) = f(z) + @ Af(z) + (2)A2 Fl@)+ -+ (Z)A” F@). (74

Esta férmula tiene aplicaciones sorprendentes.

Ejemplo 7.1.3 Suma de los cubos. ;Cudnto vale la suma 1 +84+274+ .-+ n?delosn
primeros cubos? Esta suma f(n) es una funcién de n, definida s6lo para n = 1,2,3, .. ., puntos
equiespaciados con h = 1. Podemos poner f (0) = 0 (la suma de ningiin cubo no es nada). Usemos
(74)conh = 1,z = O y para ello empecemos calculando las diferencias

A A% A3 At A5 AS
6 1 7 12 6 0 0
I 8 19 18 6 ¢
9 27 37T 24 6
36 64 61 30
100 125 91
225 216
441

¢Hay que seguir calculando cternamente? No: los siguientes elementos que aparecerdn en la
primera fila son todos nulos. En efecto en la segunda columna nos encontramos valores de un
polinomio ctibico y segiin el Problema 7.1.1 sus diferencias cuartas o mayores son nulas, asi que
las columnas para A%, A%, ... s6lo tienen ceros. Entonces Ia suma buscada es, paran > 4,

na 7n(n -1) n 12n(n —1}(n - 2) o Sn(n —1)(n -~ 2)(n — 3).
2 6 - 24
Paran = 3 habrfa en principio que suprimir el dltimo término correspondiente a la derivada cuarta,
pero como ese lérmino contiene el factor n — 3 tal cosa no es necesaria. Andlogas consideraciones

valen paran = 2, 1,0y por ello la férmula es cierta paracadan = 0,1,2,.... Simplificindola se
obtiene

%nz(n—f— 1)2.

Una persona astuta y perezosa no hubiese formado las sumas que encontramos en la primera
columna de 1a tabla: 1a segunda columna es obvia y a partir de ellas podemos sacar las restantes, [

7.1.5 Diferencias y diferencias divididas

Como indicdbamos al comienzo de la seccién los operadores de diferencias
finitas simplifican muchas cuestiones. Como un primer ejemplo veamos su apli-
caci6n al cdlculo de las diferencias divididas. Si las abscisas estdn dadas por (7.1)
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esclaroque, paraz =0,..., N — 1,

F(@iv1) — o) Af(x)

Tiy1 — &5 h

Flas, 4]
y, por tanto, parat = 0,..., N — 2,

Flzire, Toya] — Flzi, Tiga]

f[xia Tiy1, 5Cz'+2]

Tito — T4
 Af(aa) — Af()
2h?
AQf(»’Ca')
2h?
yen general, paran = 1,2,...,2=0,1,..., N — n, (Problema 7.1.5)
A" x;
FlTs Tig1, - oo Tign| = —{(n—) (7.5)
nth

Comparando con el Corolario 3.3.2, sacamos la conclusién de que, para f
suficientemente regular, A" f(x;)/h" es uno de los valores que toma la derivada
™ en el intervalo [z, Tiyn)]-

Problema 7.1.1 Diferencias de un polinomio. Demuestre que si f es un polinomio de grado
cxactamente V, N = 1,2,. ., entonces A f es también un polinomio, mas de grado exactamente
N — 1. Pruebe que si f es una constante, A f es la funcién idénticamente nula. Concluya que, si f
es un polinomio de grado exactamente N, N = 0,1,2.. ., entonces A” § es idénticamente nula si
n=N+1,N+2,...yunpolinomio de grado exactamente N —nsin=1,2,... N.

Problema 7.1.2 Pruebe por induccién en 7 la férmula (7.2).
Problema 7.1.3 Pruebe por induccién en n la férmula (7.4).
Problema 7.1.4 Halle lassumas 1 + 16 +---+n, y 1 +32 4 --- +nb
Problemna 7.1.5 Prucbe por induccién en 7 la férmula (7.5).

Problema 7.1.6 Se toma A™f(x;)/h", n = 1,2,... como aproximacién a f(z*). De-
muestre que el grado de exactitud es > n. Demuestre que €l grado de exactitud es justamente 7
salvo que x* sea el punto medio entre z; ¥ ;4. €n cuyo caso es 1 4+ 1. Note que, si n es par, ese
punto medio es una de las abscisas x;, ..., Tiyn.
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7.2 La formula de Newton para interpolar en abs-
cisas equiespaciadas

Supongamos que hemos de escribir la forma de Newton (3.10) del polinomio
interpolador en el caso particular en que las abscisas (7.1) estdn equiespaciadas.
Ante todo, podemos evitar la formacién de la tabla de diferencias divididas for-
mando en su lugar la tabla de diferencias (que ahorra las divisiones) y luego re-
curriendo a (7.5). Pero atin son posibles més simplificaciones. Introduzcamos una
variable auxiliar s tal que

r =x(s) = xo + hs.

Los nodos z; de la variable x corresponden, en términos de la variable s, a los
enteros 2,7 = 0,1,..., N. El producto (z — z¢)(z — #1) - - (z — Tp,_1) que en la
forma de Newton acompafia a la diferencia dividida n-ésima, n = 1,..., N, vale

(zo+hs —zo)(wo +hs —z1) (T + hs — z, 1) =

(o +hs —xg) (o + hs — 2o — h) -+ (o + hs — 29 — (n — 1)R)
R*s(s —1)---(s —n+1).

Usando (7.5)
(‘II" iL'o)(.J"L' B ZEl)(:L' _mn—l)f[ﬂfoaﬁfla- ':xn]
s(s— 1)+ (s —n+ 2L,
n!
y en definitiva la forma de Newton del polinomio interpolador es
P(J’Jo + hS) = f(.fCO)
+ SAf(IEQ)
A% f(xo)
(s — 1)=5,
r ..
- N
+ s(s 1)---(3—N+1)w. (7.6)

N1

Ejemplo 7.2.1 Deseamos aproximar sin 1 interpolando por un polinomio ctibico en las abs-
cisas 0, w/6, /3, /2. La correspondiente tabla de diferencias la hallamos en el Ejemplo 7.1.2 y
el polinomio serd

0.000000 + 0.500000 x s - 0'1.323975 x (s~ 1) - 0‘095075

x s(s —1)(s ~ 2).
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Evaluando en s = 6/7m = 1.909859 que se corresponde con ¢ = 1, encontramos que los sumandos
del polinomio valen 0, 0.954930, —0.116404, 0.002560. Por tanto aproximando sin 1 = 0.841471
por la recta que interpola en 0, 7/6 obtenemos 0.954930; por la pardbola que interpola en 0,
/6, w/3 obtenemos 0.954930 — 0.116404 = 0.838526, v finalmente la interpolacién cibica
da 0.838526 + 0.002560 = 0.841086. Note gue usando la forma (7.6) estamos obligados a ir
afiadiendo los nodos de menor 0 a mayor 7 /2. La forma (3.10) es mds versdtil pues en ella no hay
que suponer que los z; aparecen ordenados; por tanto al usarla podemos ir afiadiendo los nodos en
el orden que creamos méds conveniente, digamos primero el 7 /6, luego el /3, luego el 0 y luego

el 7 /2.1

Hay una forma mas sencilla de escribir (7.6). Para ello extenderemos el simbo-
lo (7.3) que estd definidoparan = 1,2,...,k = 0,1,...,n, definiendo para s real

cualquieray £ = 0,1, .

S s(s—1)---(s—k+1

(=1 (= k+1) -
k k!

visto como funcién de s nos encontramos ante un polinomio de grado exacta-

mente k. Note que, a menos que s sea un entero > k, este simbolo carece de

interpretacién combinatoria como maneras de elegir & de entre s. Observe asimis-
mo que Y

(S) 0, k=1,2..., s=01,.. k1. (7.8)

k
Con la notacién (7.7), la forma de Newton (7.6) se escribe

P(zo+sh) = f(zo) + @ Af(zo)+ (;) A2 (o) +-- -+ ( ;) AY F(zp). (7.9)

Podemos emplear (7.4) para comprobar que el segundo miembro coincide con f
en los nodos xp, ..., Ty, esto es, cuando s = 0, 1,..., N. Para ello en (7.4) hay
que dar a x el valor z, y a n sucesivamente los valores 0, 1,---, N y usar (7.8).

Problema 7.2.1 Resuelva los Problemas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4 usando la forma de Newton
para abscisas equicspaciadas.

Problema 7.2.2 EI binomio de Newton. Un uso importante de (7.7) aparece en el desarrollo
de Taylor de (1 + z)° para s real. Pruebe que tal desarrollo es

(e

Esta es la célebre [Grmula del binomio de Newton, grabada en la tumba del matemdtico en la
abadfa de Westminster. Cuando s es un entero positivo 7, la suma es finita y tiene n + 1 términos
porque, segin (7.8), n sobre k esnulosin = k£ + 1,k + 2,... El caso en que s no es un entero
positivo es el interesante descubierto por Newton: entonces la serie no acaba. Este es uno de los
desarrollos de Taylor que hay que saberse de memoria. Converge si —1 < xz < 1.
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Problema 7.2.3 Las formulas de diferenciacion progresiva. Derivando 1a forma de Newton
del polinomio interpolador, demuestre que

Pa_ Lo, 1.4 I
5 [A 2A '+ 3A + NA fzo)
es la férmula interpolatoria para aproximar f’ (o) combinando linealmente f (zo), ..., flzn).

¢{Qué error produce al aplicarse a 2V 19 (Indicacién: afiadiendo un término a la suma la férmula
es exacta para zV 1)

7.3 Otros operadores de diferencias

Ademds del operador A hay otros operadores de diferencias. Los mis fre-
cuentes son el de diferencias regresivas V, con Vf(z) = f(z) — f (z—h),y
los dos de diferencias centrales § y A, con §f(x) = f(z + h /2) = f(z — h/2),
Aof(z) = f(z+h) — f(z — ). El simbolo V se lee nabla, por tener la figura de
un arpa antigua del mismo nombre. .

Ninguno de estos tres nuevos operadores es imprescindible: V f(z) no es otra
cosa que Af(zx — h), §f(z) coincide con Af(z — h/2), y Ag es & con un valor
doble del parametro h. Sin embargo muchas férmulas son notacionalmente mas
sencillas si se usan los operadores adecuados en vez de limitarse a A, Veamos
algunos ejemplos de uso de estos operadores.

Ejemplo 7.3.1 Laforma de Newton regresiva del polinomio interpolador. Deseamos interpolar
en los puntos (7.1) por un polinomio P de grado < N. Ya notamos en el Ejemplo 7.2.1 que al

usar (7.6) se afiaden los nodos de menor a mayor. Esto puede no ser aconsejable: quiz4 se desea
P para evaluarlo en puntos préximos a z y entonces es preferible aftadir los nodos en el orden

TN, EN-1, ..., Ty para introducir lo antes posibles los nodos cercanos a los puntos donde vamos
a evaluar. La forma regresiva (Problema 7.3. |}
Play +ht) = f(zn)
+ tVf(:L‘ N)
Vif(zn)

L+ 1),

VN fan)
NI
tiene la propiedad de que el primer término es la constante que interpola en f(zy), los dos

primeros ia recta que ademds interpola en x4, etc. []

+HE+FD) (E4+ N —1) (7.10)

Ejemplo 7.3.2 Particularicemos (7.10) al polinomio ctbico que interpola a 1a funcién seno en
0, /6, m/3, = /2. Las diferencias regresivas que necesitamos pueden leerse en diagonal en la tabla
del Ejemplo 7.1.2 (;por qué?) y los sumandos son 1.060000, 0.133975, —0.232050, —0.098975.
O
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Ejemplo 7.3.3 Aproximacion central a la derivada. La expresién Ag f(z)/(2h) da la aproxi-
macién central (6.7) a f/(x) como combinacién lineal de f(z -t h).O0

Ejemplo 7.3.4 Aproximacién central a la derivada segunda. Puesto que

55 (z) = 6@+ 2) 31z~ 2) = flo+ B) — (&) ~ (@) ~ f(z — ),

la expresién 62 f(x)/h? suministra la aproximacién central usual (6.9) a f”'{x} como combinacién
lineal de f(z + k), f(z), f(z — h).O0

Problema 7.3.1 Demuestre (7.10).

Problema 7.3.2 Las formulas de diferenciacion regresiva. (Compare con el Problema 7.2.3.)
Demuestre, derivando la forma regresiva del polinomio interpolador, que

1 1 1 1
Z v il v '] 73 o el v il .
: h +2V +3V + +NV flen) (7.11)

es la férmula interpolatoria para aproximar f'(zy) combinando linealmente f(x), ..., f(zwn).
1 Qué error produce al aplicarse a zV 17

7.4 El calculo de diferencias finitas

Ademds de los operadores de diferencias podemos introducir otros. El mds
sencillo es la identidad Id que ‘transforma’ cada funcién f en s{ misma. También
tenemos el operador de desplazamiento E; por definicién E f es la funcién que en
x toma el valor f(x + h).

Los operadores pueden de modo obvio (i) sumarse, (ii) multiplicarse por ni-
meros reales y (iii) componerse entre si.

Ejemplo 7.4.1 31d es el operador que asocia a f la funcién que en z vale 3f(z); la composi-
cién de A consigo mismo es el operador A? que encontramos més arriba, etc. ;Qué es el operador
Id + A? Respuesta: Id + A asocia a f la funcién que en z vale Idf(z) + Af{x); pero esto es
J(x)+ f(z + h) — f(x) y entonces

Id+A=E. [J

Las igualdades entre operadores como las que acabamos de obtener conducen
a muchas férmulas de interés.

Ejemplo 7.4.2 Elevemos la igualdad anterior a la potencia n (es decir compongamos cada
miembro consigo mismo 1 veces)
E™ = (Id+ A)™.
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El segundo miembro puede calcularse por la férmula del binomio, porque los operadores I'd y A
conmutan,” es decir IdA = Ald = A. Obtenemos

E* — Id+ (”)A+ e (")/_\",
1 0

y aplicando estos operadores a una funcién f y evaluando en x obtenemos (7.4). ]

Andlogamente a lo que acabamos de ilustrar en el ejemplo, todas las férmu-
las de este capitulo son obtenibles combinando operadores. Las manipulaciones
necesarias a menudo requieren manejar series de operadores y pueden no ser ri-
gurosas. Cuando tales series se aplican a una funcién polinémica las series suelen
reducirse a sumas finitas y las manipulaciones son ficiles de justificar. El c4lcu-
lo de operadores da un medio sencillo de inventar férmulas, o, cuando menos, de
acordarse de ellas. Pueden verse en los problemas numerosos casos particulares de
interés, como la férmula sumatoria de Euler y Maclaurin (1698-1746). Esta per-
mite encontrar férmulas para la suma de las potencias de los nimeros naturales,
hallar aproximadamente la suma de series, etc,

Problema 7.4.1 ;Cémo obtener la grifica de Ef a partir de la de f? La respuesta no es des-
plazéndola /. unidades hacia la derecha.

Problema 7.4.2 Utilice 1a identidad A™ = (E — Id)™ para probar (7.2).

Problema 7.4.3 E! polinomio interpolador otra vez. Demuestre que €l cuadrado del operador
que asocia a la funcién f la funcién que en z vale f(z + h/2) es el operador E. Por ello
ese operador puede denotarse como E1/2 de suerte que la ley de multiplicacién de exponentes
(EY?)?2 = E sea vilida. Pruebe que el inverso de £ es el operador que asocia a f la fun-
cién que en x vale f(z — h). Por consideraciones similares es facil comprobar que, si se define
para cada racional p/g la potencia EP/9 por EP/¢f(x) = f(z + (p/q)h), entonces son vali-
das las leyes usuales para exponentes. Extendemos la definicién a s irracional poniendo también
E*f(x) = f(z + sh). Desarrolle E* = (Id + A)* por la férmula del binomio de Newton (Pro-
blema 7.2.2) para concluir que

flzo + sh) = f(zo) + G) Af(zo) + @) A2 f(mo) + -

Este es un desarrollo similar al de Taylor pero con diferencias en vez de derivadas. Truncando se
van obteniendo las formas de Newton de los polinomios interpoladores de Lagrange de grados
més y mas altos.

*Si Ay B no conmutan, (A+ B)(A+ B) = A%+ AB + BA+ B? es diferente del desarrollo
binomial A? + 2AB + B*?
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Problema 7.4.4 Derivacion y diferencias finitas. Definamos el operador D que asocia a ca-
da funcién derivable 1a funcién P = f'. Demuestre que el operador exp(hD) = Id + hD +
(h2/2)D? 4 ... al aplicarse a un polinomio P (cualquiera que sea el grado) le asocia la fun-
cién E P, Note que, aunque exp(hl)) tiene en principio infinitos términos, la suma P + hDP +
(h?/2)D?P + - - - posee sélo un nimero finito de términos no nulos. Entonces, exp(hD)= E y
D=h1logE.

Problema 7.4.5 Las formulas de diferenciacion progresiva otra vez. Combinando la identidad
E =1Id + Aconelresultado D = h 'logE obtenido en el problema anterior, se tiene [ =
h=*log({d + A), y desarrollando €l logaritmo

1 1 1
D==|A-ZA24+ A% ...
Fla-garegat—]

El sentido de esta igualdad es que ambos miembros coinciden al aplicarse a un polinomio, sea cual
sea su grado. Obtenga a partir de aqui la fdrmula del Problema 7.2.3.

Problema 7.4.6 Las férmulas de diferenciacion regresiva otra vez. Demuestre la identidad
E~' = Id— V.Demuestre que D = —h llog(ld - V)y

_1 loo  los
D_h[v+2v +3V+ ]

Obtenga de aqui la férmula de diferenciacién regresiva (7.11).

Problema 7.4.7 Las funciones hiperbélicas. Las funciones seno hiperbdlico y coseno hiper-
bdlico se definen para cada valor real de z por las relaciones sinh z = (exp(z) — exp(—z)}/2,
coshz = {éxp(z) +exp(—z))/2. Pruebe que cosh? z —sinh? 2 = 1. Pruebe que (d/dz) sinhz =
cosh z,"{d/dx) cosh z = sinh z. Concluya que sinh « es una funcién impar que crece monétona-
mente de —o0 a +o00 cuando x crece de —oo a oo. Esboce su gréfica,

Problema 7.4.8 La funcidn inversa de sinh z. Por su monotonia, la funcién y = sinh z tiene
una inversa. Esta se llama argumento seno hiperbélico y se denota por z = argsinhy. Crece
monétonamente de —oo a +oo cuando i lo hace de —oo a oc. Demuestre que (d/dy) arg sinh y =
(1 + %)~ 1/2. Demuestre que la serie de Taylor de arg sinh y es

(Indicacién: mediante el binomio de Newton, halle la serie de Taylor de la derivada y después
integre término a término.)

Problema 7.4.9 Férmulas centrales para aproximar la derivada. Demuestre la relacién § =
2 sinh{hD2/2) y que por tanto D = (2/h) argsinh(§/2). Use el problema precendente para en-
contar la férmula

. 5[5—1' # 18 8 135 &
h 23.22 2.45.24 2.4-67-26
Truncando este desarrollo se obtienen aproximaciones a D dadas por A4, A 1[§ — (1/24)6%],
. exactas para polinomios de grado 2, 4, ... i

el
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Problema 7.4.10 Férmulas centrales para aproximar la derivada segunda. Eleve al cuadrado
el desarrollo del problema precedente para encontrar

D? 2o Lay L L, 1 g0 ]

TRz [ 12 90 560 3150

Truncando, se obtienen férmulas &~ 2482, h2[6% — (1/12)6%], ... exactas para polinomios de grado
3,5,...

-

Problema 7.4.11 Lés nimeros de (Jakob) Bernoulli (1654—1708). Estos nimeros, By = 1,
By = =172, By = 1/6, Bs = 0, ... aparecen en muchas férmulas. Se definen por la relacién

exp(a:)—l Z Bx

Halle los once primeros. (Indicacién: multiplique ambos miembros por exp(z) — 1 e identifique
coeficientes.)

Problema 7.4.12 La integral definida y la suma en términos de operadores. La operacién
inversa de la derivacién DF(x) = F'{z) = f(z) es la primitivaci6n (integral indefinida). Por eso
D~ no esté definido de manera univoca sino salvo constante aditiva (si DF(x) = f(x), entonces
todas las funciones que difieren de F' en una constante también se aplican por I en f). Sin embargo
la combinacién E”D ! — D~1 si posee sentido tinico pues la constante de integracién desaparece
al restar. Recordando que zx = o + kh, pruebe la igualdad

(B~ 1D~ f(ao) = [ $(x)ds

Demuestre que, de modo andlogo,

n—1
(E™ — Id)A™ f(zo) = fzx).
k=0
Problema 7.4.13 F ormula sumatoria de Euler-Maclaurin. Demuestre;

n—1

> s =17 [ o) do s %{f(mn) - o)) +

k=0
2F (on) — o)l + SR (@)~ ()] +

donde los By son los niimeros de Bernouili. (Il'ldlCﬁClOl‘lZ use el problema precedente. Escriba
(E™ — I)A™! = (E™ — Id)D7Y[DA™Y] = (E™ — Id)D™[D{exp(hD) — Id)™']. Use la
definicién de los mimeros de Bernoulli.)

Problema 7.4.14 Sumas de potencias. Emplee la férmula de Euler-Maclaurin para hallar la
suma de los 7 primeros nimeros naturales, la suma de los correspondientes cuadrados, la suma

de los correspondientes cubos, Dé una expresién general, usando los niimeros de Bernoulli, para
Si-inf,dondel =0,1,2,...



Capitulo 8

Ecuaciones en diferencias

8.1 Preliminares

En este capitulo trataremos con sucesiones up, 1, g, ... Para referirnos a
la globalidad de la sucesién (y no a uno de sus términos) usaremos la notacién
{43}, que a veces abreviaremos a {u;}. Por razones que se aclararén posterior-
mente, es conveniente considerar sucesiones cuyos términos son nimeros com-
plejos; esto hace las cosas mas fidciles que si considerdsemos s6lo nimeros reales.

Denotaremos por S al conjunto de todas las sucesiones de nimeros complejos.
Las sucesiones se suman entre si y se multiplican por un escalar de mancra obvia,

{u} + {v} = {u; + v}, afu;} = {ous},

¥, con estas operaciones, S es un espacio vectorial de dimensién infinita (Proble-
ma 8.1.1).

8.1.1 Concepto de ecuacion en diferencias
Si F' es una funcién compleja de dos variables complejas, la expresién
i1 = Fluy, 7) (8.1)

se llama ecuacidn en diferencias (de primer orden). Una sucesién {u;} se llama
solucion de (8.1) si, para cada valorde 7 = 0,1, ..., se verifica la igualdad (8.1).

Ejemplo 8.1.1 Sea F la funcién F{c, ) = (3 + 1)c. La correspondiente ecuaci6n en difer-

encias es u; 11 = (§ + 1)u;. La sucesion {;!} es una solucién porque para cada j es cierto que
vipr = G+ D =G+ 15 =+ Dw;. O

105
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Mis generalmente se pueden considerar ecuaciones en diferencias de segundo
orden -

ujre = Guji1, %5, ) (8.2)

(ahora G es una funcién compleja de tres variables complejas), de tercer orden
Ujta H(uj+2:uj+1?uj1j)»
etc.

Ejemplo 8.1.2 En un corral se deja una pareja de conejos recién nacidos, macho y hembra.
Pasado un mes, los conejos son adultos y s¢ aparean. Acabado el segundo mes la coneja pare una
nueva pareja, macho y hembra, v acto seguido se produce un nuevo apareamiento. El proceso se
va reiterando y cada pareja se aparea por primera vez al mes de nacer y luego lo hace cada mes,
originando, cada mes, una nueva pareja descendiente. Se trata de saber el nimero de parejas al
cabo de un afio 0 mds generalmente al cabo de 5 meses.! Observemos que, si u; es el nimero de
parejas transcurridos j meses,

Uitz = Uj+1 + Uy, (8.3)

porque las parejas al cabo de j +2 meses se obtienen sumando a las .41 que habia €l mes anterior
los partos que se han producido, y estos son tantos como parejas habia al cabo de j meses.[]

8.1.2 Problemas de valores iniciales
Cada ecuacién en diferencias tiene infinitas soluciones..

Ejemplo 8.1.3 Compruebe que las sucesiones 3;!, 7! e 5! (i es la unidad imaginaria) son
soluciones de la ecuacién del Ejemplo 8.1.1. Encuentre infinitas mas. [

Al existir infinitas soluciones para cada ecuacion en diferencias, la informa-
ci6n de que una sucesién que deseemos conocer satisface una ecuacion en dife-
rencias dada no es suficiente para determinar dicha sucesion.

Ejemplo 8.1.4 En el Ejemplo 8.1.2 haber planteado (8.3) no es suficiente para determinar el
nimero de conejos. Por ejemplo, la sucesidén formada toda por ceros satisface (8.3) y no es la
buscada. [

Para una ecuacién de primer orden (8.1) un problema de valores iniciales pide
tratar de encontrar una solucién de la ecuacién tal que v, sea un niimero complejo
« dado, llamado la condicion inicial.

1Este problema aparece en el Liber abaci (1202) del matemdtico de Pisa Leonardo Fibonacci
{~ 1170 — ~ 1250), introductor en Europa del sistema de numeracién indoardbigo que hoy usamos
y sustituyé al romano.
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Ejemplo 8.1.5 Tomemos el problema de valores iniciales dado por la ecuacién del Ejem-
plo 8.1.1 y la condicién inicial ug = 7. De la ecuacidn, con 7 = 0, obtenemos uqy = 1 x 7 = 7;
conj =1l ug=2x7=14;conj =3,us =3 x 14 = 42; ... . Note que este proceso, por si
cardcter iterativo, es muy fdcil de implementar en un ordenador. Por otra parte vemos que cada
término de la sucesion estd determinado univocamente y por ello el problema de valores iniciales
ticne una tinica solucién. Es fcil escribirla en forma cerrada: u; = 74!1.00

Para una ecuacién de segundo orden (8.2) un problema de valores iniciales
trata de encontrar una solucién de la ecuacién tal que ug y 1 sean respectivamente
nimeros complejos «, 3 dados, llamados las condiciones iniciales.

Ejemplo 8.1.6 Parz el Ejemplo 8.1.2 conocemos las condiciones iniciales wg = 1, u; = 1.
Usando laecuaciéncon j = 0, g = 1+1 = 2, y sucesivamente g = 24+ 1 =3, 44 =31+2 =5,
s =9+ 3 =8 us =8+ 5 =13, uy = 13 + 8 = 21, ete. (De nuevo notemos que el proceso
iterativo es muy ficilmente implementable en el ordenador.} Los términos de la sucesién quedan
determinados y la solucién del problema de valores iniciales es tinica. La sucesién hallada se llama
de Fibonacci y, al menos segin algunos, sus términos aparecen frecuentemente-en la naturaleza,
p-¢j. en el nimero de semillas en diversos frutos. []

Para una ecuacién de orden /V el problema de valores iniciales pide hallar la
solucién en que ug, ... , uxy_1 Son nimeros complejos dados. La ecuacién tiene
infinitas soluciones, el problema de valores iniciales una sola.

8.1.3 Escritura en términos de diferencias

(Donde estin las diferencias en las ecuaciones que hemos venido consideran-
do? ‘
Ejemplo 8.1.7 Para la ecuacién del Ejemplo 8.1.1, si escribimos u; 1 = Au; +u;, tendremos
la forma alternativa Awu; = ju;; antes se ligaba u;1 a u;, ahora se liga Au; aw;.0J

Ejemplo 8.1.8 Para (8.3) tendremos, usando (7.4), uj2 = Au; | 2Au; + uj, v
Au; + u;, y llevando esto a la ecuacion Au; = —Au; + ;. [

Una ecuacién de orden N puede escribirse siempre 6 ligando NV + 1 términos
consecutivos w;yw, ..., u; 6 ligando w; y las diferencias Awu;, ..., ANu,.
Problema 8.1.1 Espacio vectorial de sucesiones. Pruebe que el conjunto S de todas las suce-

siones de niimeros complejos, con las operaciones usuales de suma de sucesiones y producto por
un escalar, es un espacio vectorial. Pruebe que las sucesiones

1 0 0 0O

o 1 0 0 ..
o o0 1 0 ... (8.4)
0o 0 0 1
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son linealemenie independientes y por tanto la dimensién de S es infinita. ;Son esas sucesiones
una base del espacio? (Respuesta: no; la sucesién cuyos elementos son todos iguales a 1 no es
combinacidn lineal de ellas.)

Problema 8.1.2 Encuentre una ecuacién en diferencias cuyas soluciones sean todas y solas
las progresiones geométricas de razdn 2. Idem para las progresiones aritméticas de razén 7. Idem
para todas las progresiones aritméticas, sea cual sea su razén. En cada caso escriba la ecuacién
resultante tanto con términos consecutivos como usando diferencias.

Problema 8.1.3 Se escribe una ecuacién en diferencias de orden N en términos de las difer-
encias u,;, Auj, ..., AVu;. Para imponer los valores iniciales vamos a prescribir valores de dife-
rencias A™ug ;cudles necesitamos ademds de ug = A%ug?

8.2 Ecuaciones en diferencias lineales

Cualquier objeto matemadtico lineal es mdas facil de analizar que si fuese no
lineal. Por ello los modelos lineales son siempre los primeros en estudiarse.

8.2.1 Definiciones

La ecuacién de primer orden (8.1) se llama lineal si es de la forma
Uit + Aty = fjs (85)

siendo {a;} y {f;} sucesiones conocidas. La primera se llama sucesién de coefi-
cientes y la segunda consituye el término independiente, término no homogéneo
o término fuente.

Ejemplo 8.2.1 Las ecuaciones u;+1 = sin{ju;) y u;11 = (u;)? + 7 no son lineales. La del
Ejemplo 8.1.1 lo es; en ella, paracada j, a; = —(§ + 1), f; = 0.0

La ecuacién de segundo orden (8.2) se llama lineal si es de la forma
Uit2 + Atit] + bj'bﬁj = fj' (86)

Aqui los coeficientes {a;}, {b;} y el término independiente, no homogéneo o
fuente {f;} son sucesiones conocidas.

Ejemplo 8.2.2 La ccuacién de Fibonacci (8.3) es lineal. Para cada j, es @; = b; = -1, f; = 0.
La ecvacién 1,3 = uj411; no es lineal. [ '
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En general una ecuacion en diferencias de orden N es lineal si es de la forma
) [N—1] [0] ] 8.7
Uipn @ ujpN—1 oo tag iy = f (8.7)

Ahora hay N sucesiones conocidas de coeficientes {a “h {aJ[.-U]} y{f}se
denomina, una vez m4s, término independiente, no homogeneo o fuente.

Una ecuacién en diferencias, sea cual sea su orden, se llama homogénea si
su término fuente es la sucesién idénticamente nula. En otro caso se llama no
homogénea.

8.2.2 Operador asociado

Al primer miembro de la ecuacién (8.7) se le asocia la aplicacién u operador £
que transforma cada sucesién {v;} € S en la nueva sucesién L{v;} cuyo término
j-ésimo, j = 0,1,

Vit+N + a“[,iN_l}qu.N—l R G‘E,-O]Uj.

Esta aplicacion es lineal (Problema 8.2.2).

Ejemplo 8.2.3 Para la ecuacin u;41 — (j + 1)u; = 0 que hemos venido considerando, £
transforma la sucesion {1} en la sucesién {3}, la sucesién {j} en la sucesién {—32 + 1}.[1

8.2.3 Ecuacion homogénea

Consideremos la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién (8.7), es decir,
Ui N T aE,-N_llujJrN_l + -4+ a[muj = 0. (8.8)

Habiendo introducido el operador £ podemos decir que una sucesién {u;} es
solucién de (8.8) si y solamente si £L{u;} = {0}. En otras palabras, las soluciones
de la ecuacién homogénea son las contraimigenes por £ del ‘cero’ de S, o, con
la nomenclatura usual del dlgebra lineal, las soluciones son justamente los ele-
mentos del niicleo de £. Es bien sabido (Problema 8.2.3) que ese niicleo es un
subespacio vectorial. Por ello las soluciones de una ecuacién homogénea forman
un subespacio vectorial de S o, equivalentemente, cualquier combinacion lineal
de soluciones de la ecuacion homogénea es una nueva solucion.

Ejemplo 8.2.4 En el Ejemplo 8.1.1 se descubre inmediatamente la solucién {4!}. Por consi-
guiente, para cualquier nimero complejo ¢, la sucesién {ou; } es también una solucién. [
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Teorema 8.2.1 Sean

u([]ll u[I)E] u([)N 17
u[lll 2] U[IN] 59)
URA 1 u%} 1 “Eyll

N vectores N-dimensionales linealmente independientes. Entonces las sucesiones
{ugl] | {uEfN]} soluciones de (8.8) que los tienen por condiciones iniciales son
una base del conjunto de soluciones de (8.8). Este conjunto es un espacio vectorial
de dimension N.

Demostracion. Las N sucesiones {ug-i}} son linealmente independientes: una
combinacién lineal nula de ellas da origen, tras descartar los subindices 7 =
N,N 4 1,..., a una combinacién lineal nula de los vectores libres (8.9) y por
tanto ha de tener coeficientes todos nulos.

Consideremos para acabar una solucién cualquiera {u;} y veamos que se
puede escribir como combinacidn lineal de las N dadas. Desde luego el vector
[ttg, 21, ... ,un—1]T de condiciones iniciales de {u;} serd combinacién lineal de
los vectores (8.9). Existen entonces escalares altl, ... , ol"], tales que

uy = ol 4o 4 N[N

cuando j 0,1, ... ;N — 1. Nuestro objetivo es ver que esta igualdad vale
también para j = N, N + 1, ... Consideremos las sucesiones

{u;}, {Oz[l]u;[?.l] R a[N]u;N]};

ambas tienen las mismas condiciones iniciales (por nuestra eleccién de las alfas) y
ambas son soluciones de la misma ecuacién en diferencias de orden NV (la primera
por hipdtesis; la otra es combinacion lineal de soluciones). Al satisfacer ambas el
mismo problema de valores iniciales han de ser la misma. Vea el Problema 8.2.4.
0

Ahora que sabemos que las infinitas soluciones de una ecuacién homogénea
forman un espacic de dimensién N, podemos encontrar fodas hallando N que
sean independientes y combindndo éstas linealmente. Y para cerciorarnos de que
N soluciones dadas sean independientes nos basta con comprobar que sus N vec-
tores de condiciones iniciales lo son.
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8.2.4 La ecuacion no homogénea

Pasemos ahora a (8.7). En términos del operador £ estamos buscando suce-
siones {u;} que por £ se transformen en {f;}. La combinacién lineal de solu-
ciones NO es una nueva solucién, p.ej. si {u;} satisface £{u;} = {f;} entonces
{2u;} se aplica por £ en {2f;}, que no es lo que nos interesa.

Supongamos que {u; } es una solucién de (8.7) y que {v;} satisface la ecuacién
homogénea asociada (8.8). Entonces {u; + v;} es una nueva solucién de (8.7); en
efecto

Llu +ob = L{w;} + L{vg} = {f;} +{0} = {f;}-

Ademds, si fijamos {u;} y hacemos que {v; } recorra todas las posibles soluciones
de la ecuacién homogénea, obtenemos todas las soluciones posibles de la no ho-
mogénea (8.7). Pues usando una vez mds la linealidad, si {w,} es una nueva solu-
cién del no homogéneo, entonces L{w; — u;} = {0}, de modo que al poner
{w;} = {u;} + {w; — u;} estamos escribiendo {w;} como suma de la solucién
fijada {u;} y una solucién {w; — u;} de la homogénea. Esto se solifa tradicional-
mente sintetizar con la frase “la solucidn general de una ecuacién no homogénea
es suma de una particular y la general de la homogénea.”?

Problema 8.2.1 Suponga que al corral donde estén los conejos de Fibonacci echa el duefio,
transcurridos dos meses desde que evé la primera pareja, una nueva pareja recién nacida. Trans-
curridos tres, cuatro, ..., meses sigue trayendo nuevas parejas recién nacidas, una al mes. Cada
pareja traida se multiplica como la primera. Escriba la ecuacién en-diferencias que gobierna el
proceso. Observe que las aportaciones al corral del exterior aparecen como término fuente.?

Problema 8.2.2 Demuestre que el operador £ es lineal, esto es, para cada par de escalares o
y 8y cada par de sucesiones {v; }, {w;}, se verifica L(a{v;} + 8{w;}) = al{v;} + BL{w,}.

Problema 8.2.3 Niicleo de una aplicacién lineal. Demuestre que si X ¢ Y son espacios vec-
toriales y 7' es una aplicacién lineal de X en Y, el nicleo de 7, conjunto de los z € X con
Tz = 0 € Y es un subespacio vectorial de X, es decir contiene todas las combinaciones lineales
de sus clementos.

*Estas consideraciones no son sino un resultado basico de dlgebra lineal: si T es una aplicacién
lineal e y es un elemento dado, entonces las soluciones z de la ecuacién 7'z = y, contraimagen de
ypor T, son de la forma xq +n donde z; es una solucién particular y n recorre el correspondiente
nicleo.

En general los procesos que cursan sin intervencién del exterior se rigen por ecuaciones ho-
mogéneas; los que interactiian con el medio por ecuaciones no homogéneas. El término fuente
mide las aportaciones del medio.
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Problema 8.2.4 Este ejercicio clarifica la demostracién del Teorema 8.2.1. Escriba los térmi-
nosug, 5 =0,...,10, de la solucién s, de la ecuacién de Fibonacei con ug = 0, u1 = 1. Escriba
los términos 5, § = 0,.. ., 10, de la soluci6n s; de la ecuacién de Fibonacci conug = 1, 41 = 1.
Escriba los términos u;, 7 = 0,. .., 10, de la solucién s; de la ecuacién de Fibonacci con g = 2,
u; = 3. Halle los coeficientes o y 3 por los que hay que multiplicar los vectores planos [0, 1] y
[1, 1] para obtener [2, 3}. Compruebe que, para j = 0, ..., 10, el término j-ésimo de s3 coincide
con el término j-ésimo de sy + F92.

8.3 Caso de coeficientes constantes

La ecuacién (8.7) se llama de coeficientes constantes si las sucesiones de coe-

ficientes {aEN—I]}, A {ag.o]} son constantes, es decir si es de la forma

(N—1]

wipn + oV Yy 4o+l = (8.10)

Si ademds la ecuacion es homogénea tendremos

[N-1]

wjpw +a gy g 4o+ 0l = 0. (8.11)

No hay pérdida de la generalidad si se supone de aqui en adclante que all £ 0
si al% fuese nulo la ecuacién se podrd reducir a una de menor orden y lo mismo
ocurre para ¢l problema de valores iniciales.

Ejemplo 8.3.1 La ecvacién de segundo orden w5 = Buyy1, j = 0,1, ... se reescribe como
vj+1 = Bv; con sélo poner v; = ;1. En el problema de valores iniciales para la ecuacién de
segundo orden con up = @, u; = 3, los valores de u; con j = 2,3, ... son independientes de o y
se determinan resolviendo el problema de valores iniciales vj4, = 5v;, vo = 8.0J

8.3.1 La ecuacion caracteristica

Para las ecuaciones homogéneas de coeficientes constantes es posible hallar
explicitamente todas las soluciones. Para ello supongamos que la solucién es de
la forma {77} con 7 un nimero complejo no nulo, es decir que es una progresién
geométrica, cuya razén r estd por determinar. Sustituyendo en (8.11) necesitamos
que :
N 4 WU N1y oy g7 = 0,
para cada 7 = 0,1,...; esto son infinitas condiciones. Afortunadamente dividien-
do entre 77 # 0 todas se reducen a una sola,

N 4 VTN g gl = g
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que debe satisfacerse para que {r’} sea una solucién. Reciprocamente si r satis-
face esta condicion debe ser r # 0 (puesto que suponemos que ¢l # 0) y {r’}
es una solucién no trivial (es decir no coincidente con la idénticamente nula) de
la ecuacién en diferencias.

Se suele introducir el polinomio

p(z) = 2N +alV VNt 4 4 gl (8.12)

que se llama caracteristico de la ecuacién (8.11). Con esta terminologia, hemos
probado que si 7 es una raiz de la ecuacién caracteristica p(z) = 0 (es decir un
cero del polinomio caracteristico p) entonces {r?} es solucién no trivial de (8.11).

Supongamos que la ecuacién caracteristica (8.12) tiene todas sus raices 7,

n = 1,..., N distintas. Entonces tenemos N soluciones particulares de (8.11)
dadas por {r}}32,, n=1,..., N. Los vectores de condiciones iniciales,
0 0 0
1 T3 L]
- ’ . .
rV-l r 1 Pt

son linealmente independientes al constituir las columnas de una matriz no sin-
gular (de Vandermonde, Problema 3.1.6). Aplicando el Teorema 8.2.1 nuestras N
soluciones particulares son una base del espacio de soluciones y la solucion mas
general es _ .

{Ar] + -+ Anry}
con las A,, constantes arbitrarias.

Ejemplo 8.3.2 Retomemos ¢l ejemplo de la sucesi6n de Fibonacci. Para (8.3) la ecuacitn ca-
racteristica es z2 = z 4 1 con raices

Q=(1+v5)/2~1.618, w=(1-+5)/2=~-0618;

la positiva {2 se llama razdn durea y es un mimero notable. La solucién mds general es pues
{AQ? + Bw?}, con Ay B constantes cualesquiera.
Para encontrar la sucesién de Fibonacci imponemos que up = uy = 16
A+B = 1,

1 1-

V5 pl-vh

2 -2

condiciones que nos sirven para determinar las constantes A y B. La solucién del sistema da
A= (54++/5)/10y B = (5 — v/5)/10 y por ello la sucesién de Fibonacci es

54V 1+ vEY  5-vB (1-vBY
AT 2 | "0 2

A

1,
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El segundo miembro, a pesar de su apariencia, es entero paracada 7 = 0,1,... Como Q > 1y
| < 1, el primer sumando del segundo miembro crece exponencialmente con 7 mientras que
el segundo sumando tiende exponencialmente a 0. Por ello, para j no muy pequefio, u; es muy
aproximadamente A{)Y, término de una progresién geométrica de razén €. Cada mes los conejos
aumentan aproximadamente un 61.8 %, resultado que distaba de ser obvio antes de resolver el
problema. [

Ejemplo 8.3.3 Consideremos ahora el problema de valores iniciales ug = u1 = 1, u;12 =
uj 1+ u; + 1 que describe una poblacién de conejos con aportes mensuales, Problema 8.2.1. La
ecuacidn es no homogénea y vamos a buscar una solucidn particular. Como el segundo miembro
es constante buscamos también una solucién con valor constante, digamos . Sustituyendo en la
ecuacién ¢ = ¢+ ¢+ 1, es decir ¢ = —1. Ahora hemos de encontrar todas las soluciones de la
homogénea, pero esto lo tenemos hecho en el ejemplo precedente donde hallamos la expresién
{AS¥Y + Bw?}. La solucién mds general de 1a ccuacién es pues {- 1 + AQ/ + Buwi}.
Imponiendo las condiciones iniciales, escribimos
A+B = 2
A1+\/5+Bl—\/5 -
2 2

El segundo miembro es doble del que teniamos en el ejemplo precedente v, por linealidad, A y B
son aqui el doble de lo que aili eran. Ahora el nimero de parejas al cabo de 7 meses vale

5+\/3(1+\/5)j+25—\/5(1\/§)j,

-1+2

10 2 10 2
uno menos del doble que el valor encontrado en el ejemplo precedente. (]

Las soluciones {r7} son en general complejas, aunque la ecuacién en dife-
rencias (8.11) y su polinomio caracteristico tengan coeficientes reales. Por esto
nos hemos venido situando de entrada en el caso complejo. Cuando interesan
soluciones reales podemos proceder como en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 8.3.4 Paralaecuacion u; 5~ 2u;41-+2u; = 0 las raices de la ecuacion caracteristica
son 1 + i y la solucién general _ _

{A(1 4+ + B — i)Y} (8.13)
con Ay B constantes complejas arbitrarias. Si estamos interesados en sucesiones reales elegire-
mos para B el complejo conjugado A, y entonces B(1 — )7 serd conjugado de A(1 + 4)7 dando
lugar a una sumareal A{1+14}? +A(1 —4)?. Seaentonces A = a +ibcon a y b reales, y tomemos

B = g — ib. Para manejar potencias la forma médulo/argumento es preferible, asi que escribamos
I 4 i = v/2exp(din/4), con lo que

(1Y = V2T exp(5L) = V27 cos 7;—5' =iV sin =L
Sustituyendo en (8.13) y operando obtenemos
{2aV/27 cos %J + 26V sin %},

que es la solucion real méds general, [J
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8.3.2 Caso de raices multiples

Eliminemos la hipétesis de que las raices de la ecuacidn caracteristica son
todas distintas. Sean entonces rq, 73, ..., ry7 las raices dos a dos distintas, que
sabemos son no nulas. Paran = 1,..., M, supongamos que , tiene multiplicidad
i, €5to es que el factor z — r, figura exactamente g, veces en la factorizacién de
p(z) en N factores lineales. Entonces a cada rafz r,, le corresponden las siguientes
Lin, soluciones de (8.11)

{rad grah Ul b il ) (8.14)

las 1z; soluciones de este tipo que corresponden a r;, unidas a las py correspon-
dientes aro, ... y alas ys correspondientes a r,, constituyen una base del espacio
de soluciones. La demostracién de estos asertos puede verse en los problemas de
esta seccion.

Ejemplo 8.3.5 Para la ecuacién en diferencias lineal, homogénea y de coeficientes constantes
de orden 6 con raices de la ecuacién caracteristica 1 triple, 2 simple y 3 doble, la solucidon maés

general es _ ‘ _
{A+Bj+Cj*+D¥ + E¥ + Fj310

8.3.3 Comportamiento de las soluciones cuando 5 — oo

A menudo, dada una ecuaciéon como (8.11), interesa saber si cada una de sus
soluciones {u;} tiende a 0 cuando §j — oo 6 si es una sucesion acotada (es decir,
si existe una constante M, independiente de j pero que puede variar de una solu-
cién a otra, tal que |u;| < M para cada j). A este respecto tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 8.3.1 Es condicién necesaria y suficiente para que cada sucesion solu-
cion de (8.11) tienda a cero que todas las raices de la ecuacion caracteristica
tengan modulo menor que la unidad.

Es condicion necesaria y suficiente para que cada sucesion solucion de (8.11)
sea acotada que todas las raices de la ecuacion caracteristica tengan médulo
menor o igual que la unidad v las de médulo uno sean simples.

Demostracion. Haremos tan solo el caso de convergencia a 0, el de acotacion es
andlogo. Necesidad: si hay una raiz r,, de médulo > 1 entonces {77} es una solu-
cién de la ecuacién en diferencias que no tiende a 0. Suficiencia: si las raices 7,
son todas de médulo menor que la unidad entonces todas las soluciones particu-
lares (8.14) tienden hacia 0 (las exponenciales vencen a los polinomios); cualquier
otra solucién es combinacién lineal de ellas y también tenderd hacia 0. O
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Problema 8.3.1 Razdn durea. Un recténgulo de papel tiene su altura b y su base b en razén
durea, h/b = ). Para hacer una pajarita, se segrega un cuadrado de lado b. Pruebe que en el
rectdngulo restante la base y la altura vuelven a estar en razén durea. Los rectdngulos en que la
base y altura estdn en razdén durea son particularmente agradables a la vista y esta proporcién
aparece en numerosas obras de arte.

Problema 8.3.2 Halle 1z solucién més general de u;,2 — {3/2)u;41 + u; = 1 (busque una
solucién particular constante). Resuelva el problema de valores iniciales para la ecuacién anterior
con ug = ¢, u3 = [ y determine para qué valores de v y 3 las soluciones estan acotadas.

Problema 8.3.3 Halle la solucién més general de u;.s = —u, + 1, buscando una solucién
particular constante. Luego escriba la forma de todas las soluciones reales.

Problema 8.3.4 Hale la solucién més general de u; 3 = —u; | 4, buscando una solucién par-
ticular que sea un polinomio de primer grado en j. Luego escriba la forma de todas las soluciones
reales.

Problema 8.3.5 Halle la solucién mis general de u;.3 = u; + 47 buscando una solucién
particular de la forma a4?. Luego escriba todas las soluciones reales.

Problema 8.3.6 Ceros muiltiples de un polinomio. Pruebe que r es un cero de multiplicidad p
de un polinomio p(z) (esto es p(z) tiene y veces el factor (z — r)) si y solamente si r anulaa p y
asus u — 1 primeras derivadas.

Problema 8.3.7 Caso de raices miiltiples en la ecuacion caracteristica. En este problema y los
siguientes vamos a justificar la construccidn de la base de scluciones de (8.11) en el caso de raices
miiltiples, Consideraremos sélo un caso particular que tiene todos los ingredientes requeridos para
abordar el general. Supongamos que las raices son 1 simple y 2 triple. :

Demuestre que la ecuacion en diferencias es w14 — Tujt3 + 18u;19 — 20u;47 + 8u,; = 0.

Problema 8.3.8 Continnacion. Las sucesiones s1 = {1} y sz = {27} son, de acuerdo con la
teorfa de esta seccion, soluciones. Sustituya s3 = {7277} en el primer miembro de la ecuacién
y demuestre que el resultado coincide con el valor en z = 2 de la derivada de la funcién Fj(z) =
24 p(z) con respecto a z. Demuestre que, al ser Fi(z) = (27)p(z) + 27 p'(z) yal ser 2cero de p'y
p' (Problema 8.3.6), se verificard que F/(z) = 0. Concluya que s3 es solucién.

Considere ahora s, = {j(j — 1)2?2}. Sustituya en el primer miembro de la ecuacién en
diferencias y demuestre que el resultado coincide con el valor en z = 2 de la derivada segunda de
la funcion F;(z). Use que F}'(2) = (#7)"p(z) +2(27) p'(z} + 27 p" (2) junto con el hecho que una
raiz triple de p = O anula a p, p" y p” para concluir que F'(2) = 0 y por tanto que s, es solucién.

Problema 8.3.9 Continuacion. Demostremos que sy, 55, 53 ¥ 54 son linealmente independien-
tes. Formemos con tal fin los vectores de condiciones iniciales

1 1 0 0
1 2 1 0
17 (4" 4 2
1 3 12 12
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y supongamos que no son independientes con lo que la matriz A que los tiene por.columnas es
singular. Existen escalares ag, a1, az y as, no todos nulos, que al multiplicarse por las filas de A
y sumar dan ¢l vector fila nulo. Pruebe que entonces el polinomio cibico, no idénticamente nulo,
ag + a2+ ag2® +asz? tiene cuatro ceros (el 1 simple y el 2 triple), lo cual es absurdo. En sintesis,
51, 83, 83 ¥ 84 Son una base del espacio de soluciones.

Problema 8.3.10 Conclusién. Pruebe que S; = {1}, Sa = {27}, S5 = {727}, 84 = {227}
son ofra base del espacio de soluciones, comprobando que las s,, son combinaciones lineales de
las S,,, con lo que toda solucién puede expresarse combinando linealmente las S,.

Problema 8.3.11 ;Para qué valores del pardmetro real A son acotadas (respectivamente con-
vergentes a 0) todas las soluciones de uj o + Auyyy + u; =07



Capitulo 9

Ecuaciones no lineales

9.1 Introduccion

Nos ocuparemos ahora de encontrar numéricamente las soluciones (raices) de
ecuaciones
fz) =0, (9.1)
donde f es una funcién dada, real de variable real. Estas soluciones se llaman
también ceros de f. El caso mas sencillo es aquel en que f es un polinomio P. Si
P es lineal, P(z) = ax -+ b, la solucion de (9.1) sélo requiere una divisién; el caso
cuadritico, P(z} = az?®+ bz + c, es igualmente simple y nécesita la extraccién de
raices cuadradas. La férmula para resolver la ecuacidn ctibica se debe a Tartaglia
(1499-1557) y dal Ferro (1465-1526) v la correspondiente a la cudrtica a Ferrari
(1522-1565). Para la quintica la férmula se buscé durante siglos; en 1826 Abel
(1802-1829) probd que no existe. Por esto las ecuaciones polindmicas de grado
> 5 han de resolverse por técnicas numéricas. A fortiori (es decir, con mas razon)
hay que usar técnicas numéricas para las ecuaciones en que f no es un polinomio.

9.2 Biseccion

El método de biseccién es el mds sencillo posible. Hay que suponer que la
funcién f en (9.1) estd definida y es continua en un intervalo cerrado y acotado
Iy = [a,b] y que toma valores de signo contrario en a y b (esto es, que 6 bien
fla) > 0, f(b) <0, 6bien f(a) < 0, f(b) > 0). En estas condiciones, el teorema
de Bolzano (1781-1848) garantiza que f se anula en algin punto del interior de
I[).

119
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El método comienza calculando f(c), siendo ¢ = (a + b)/2 el punto medio
del intervalo. Si tenemos la fortuna de ser f(c) = 0, hemos hallado una solucién
a nuestro problema y paramos. Caso contrario, f(c) tiene 6 bien el signo de f(b)
¢ bien el signo de f(a), y uno de los dos intervalos [a, ], [c, b] tiene la propiedad
de que en sus extremos f toma valores de signo contrario.

Llamemos /, a ese intervalo en cuyos extremos la funcién toma valores de
signo contrario. Ahora estamos justamente como en la situacién de partida pero
con [; reemplazando a Iy; la ventaja es que la longitud de [; es la mitad que la
de 1. Repetimos el procedimiento: evaluamos f en el punto medio de I; y 6 bien
damos con una solucién del problema 6 bien podemos quedarnos con un intervalo
15, de longitud la mitad de la longitud de I, en cuyos extremos la funcién tiene
signos distintos.

Iterando el proceso o hallamos una solucion del problema o, tras » pasos,
dispondremos de un intervalo I,, de longitud (b — a)/2™ que contiene una rafz.

Ejemplo 9.2.1 Es bien sabido que los planetas al girar en torno al Sol y los satélites artificiales
al hacerlo en torno a la Tierra describen drbitas elipticas. Para hallar en qué punto de la elipse se
encoentra el movil en un tiempo dado ¢ hay que resolver la ecuacién 1lamada de Kepler (1571-
1630)

T —esinx =z, (9.2)

donde ¢ es la excentricidad conocida de la elipse (e = 0 para una 6rbita circular y e se acercaal a
medida que la elipse se va haciendo mds oblonga) y z es un ndmero conocido que se ha calculado
apartirde . Aqui f{z) =z —esinz — 2.

Resolvamos en el caso e = 0.5, z = 0.7. Claramente f(0) = —0.7 < 0, mientras que f(2) =
1.3 - 0.58in2 > 1.3 — 0.5 = 0.8 > 0, asf que el intervalo Iy = [0, 2] nos vale para empezar,
Los resultados estdn en la Tabla 9.1, Al ser f{1) < 0 el punto medio 1 de I sustituye al extremo
x = 0de Iy para pasar a I, = [1, 2| (Fig. 9.1). Tras cinco bisecciones, hemos evaluado la funcién
f cinco veces y sabemos que la rafz estd entre 1.125 y 1.1875. Tomando como aproximacién a la
solucién el promedio 1.15625 = (1.125 + 1.1875) /2 estamos seguros de que el valor absoluto del
error no supera 0.03125.01

El método de biseccidn:

= Funciona siempre.

= Da cotas superior e inferior para la raiz buscada.

= Es mds lento que otros, que, a cambio, son mds inseguros.
Problema 9.2.1 Escriba un programa que implemente el método de biseccién. El cdlculo debe
interrumpirse cuando se produzca el primero de estos dos eventos: (i) el nimero de evaluaciones

de f excede un nimero M prescrito por el usuario, (ii) la longitud del intervalo es menor que una
tolerancia e prescrita por el usnario.



9.2. BISECCION

Tabla 9.1: Método de biseccién para f(z) =« — 0.5sinz - 0.7=0

n Intervalo 7, Punto medio Valor de f
' : de I, en punto medio

f(0)y <0, f{2)>0
0 [0,2] 1 —0.121
1 [1,2] 1.5 +0.301
2 [1,1.5] 1.25 +0.075
3 [1,1.25] 1.125 ~0.026
4 [1.125,1.25] 1.1875 -+0.023
5 [1.125,1.1875]

25 T I
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Figura 9.1: Método de biseccidn para f{z) = z — 0.5sinz — 0.7=10

12
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Problema 9.2.2 En el ejemplo de la Tabla 9.1 ;hasta qué ro hay que llegar para conocer la rafz
con error menor que 5 x 10782

9.3 Meétodo de la secante

Otro método cldsico es el de la secante, que se basa en la interpolacion lineal.

Partimos de dos aproximaciones (més o menos buenas) xo y z; a la raiz que
buscamos o.. Construimos la recta secante Pi(z) que interpola a f en xg ¥ 21, ¥,
en vez de resolver (9.1), resolvemos Py (z) = 0, llamando z, a su raiz. Si la inter-
polacién fuese exacta y P; coincidiese con f, x, coincidirfa con el valor buscado
o, si el error de interpolacién es pequefio esperamos que z sea una aproximacion
a o mejor que las de partida g, z, (Fig. 9.2).

Ahora el proceso sigue con el par z;, &2 en el papel que antes tenian g y
;. Bs decir, interpolamos f en x;, zp y llamamos z3 al cero del interpolante.
Similarmente calcularemos x4, Ts, €tC.

Como Z,. es el cero de la recta que interpola en zn, Z,41, tendremos

F(@ni1) + flEnin, 2n)(Tasz = Tus1) =0,
de modo que los llamados iterantes z,, del método se calculan por

f(@ni1)

A e e N 93
f[mn-i-l)mn] ( )

Tpt+a = Tnpl —

;Observa que estamos usando una ecuacion en diferencias no lineal de segundo
orden con condiciones iniciales xy, 1 dadas?
La aplicacién sucesiva de (9.3) no es siempre posible, pudiera ser que 1 nO
estuviese en el dominio en que f esté definida, o pudiera ser que f[Zn41, Ty
0 en cuyo caso la férmula no se puede aplicar (en tal caso la recta secante es
horizontal y, salvo que z,; fuese ya un cero de f.no corta al eje de abscisas).
Abandonamos el célculo de los iterantes z,, cuando se han hallado valores para
los cuales f es en médulo suficientemente pequefio, o cuando dos iterantes con-
secutivos distan poco entre si, o cuando se ha excedido un mimero de iteraciones
que se juzga razonable.

Ejemplo 9.3.1 Resolvamos el caso de la Tabla 9.1 por el método de la secante con zp = 0,
x, = 2. Los resultados estén en la Tabla 9.2. La tercera columna da los errores; para calcularla
hemos tomado como verdadero valor de o 1a aproximacién que da el propio método de la secante
cuando se calculan muchos iterantes. Lo mds interesante de la tabla es que el méiodo funciona
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Tabla 9.2: Método de la secante para f(z) = x — 0.5sinz — 0,7= 0

n Zn Ty — O flzn)
0 0 —-1.2x 10 °| —7.00 x 107!
1 2 +8.4 x 107! | +8.45 x 107!
2 | 0.90594288 | —2.5 x 107! | —1.88 x 1071
3 | 1.10460660 | —5.3 x 1072 | —4.20 x 1072
4 11.16199419 | +4.0 x 1073 | +3.20'x 1073
5| 1.15794015 | —6.1 x 107% | —4.91 x 1073
6 | 1.15800155 | —7.0 x 108 | —5.60 x 108
o
161

= 05

-1k

-1.5
-1

Figura 9.2: Método de la secante para f(z) =z — 0.58inz — 0.7 =10

! 1
-0.5 0

I I
05 1

12
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cada vez mejor al ir incrementando n: pasar de n = 2 an = 3 divide el error entre 4, mientras que
pasar de n = 5 an — 6 divide el error entre 1000. Como consecuencia es posible obtener muy
buenas aproximaciones a la rafz con un nimero moderado de iteraciones. [

El método de la secante
» No siempre genera aproximaciones convergentes a la raiz buscada.
= No da cotas superior e inferior para la raiz buscada.

= Cuando da aproximaciones que convergen a la raiz es mucho mds rdpido
que el de biseccion.

Problema 9.3.1 Escriba un programa que implemente el método de la secante. El cdlculo debe
interrumpirse cuando se produzca el primero de estos dos eventos: (i) el ndmero de evaluaciones
de f excede un ndmero M prescrito por el usuario, (ii) la distancia entre dos iterantes consecutivos
£s Menor que una tolerancia prescrita por el usuario.

9.4 Tteracién de punto fijo

La iteracién de punto fijo (0 método de las aproximaciones sucesivas) es una
técnica general de gran importancia en la resolucién de todo tipo de ecuaciones,
incluyendo las ecuaciones diferenciales, integrales y en derivadas parciales que
surgen al modelar mateméticamente los fenémenos del mundo real. Por otra parte
esta intimamente relacionada con la idea de sistema dindmico discreto (vea los
problemas sobre dindmica de poblaciones al final de esta seccién). Aqui estudia-
remos la aplicacion de la iteracion de punto fijo a la resolucién numérica de (9.1).

9.4.1 Descripcién del método

Comencemos con un ejemplo.

Ejemplo 9.4.1 La excentricidad de la érbita de Venus es e = (.007. Tratemos de resolver la
correspondiente ecuacién de Kepler (9.2) cuando z = 0.7, es decir resolvamos

f(z) =2 —0.007sinz — 0.7 = 0. 9.4)
a FEl término 0.007 sin z es despreciable frente a 0.7 de modo que, ighordndolo en la ecua-
cién, concluimos que la solucién serd aproximadamente 0.7,

= Ahora que sabemos que z == 0.7, resulta que 0.007 sinz (que supusimos 0} serd = 0,007
x8in0.7 = 0.004510, y, llevando este valor a la ecuacién, z =~ 0.7 + 0.004510 =
0.704510.
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= Puesto que ahora creemos que 0.007sinz = 0.007sin0.704510 = 0.004534, usando la
ecuacion, x = 0.704534.

= Finalmente 0.007sinz ~ 0.007 5in 0.704534 = 0.004534, que llevado a la ecuacién da
z ~ (.704534. Es decir = 0.704534 satisface la ecuaci6n, dentro de la precisién de las
millonésimas con la que hemos trabajado.

Notemos que cada aproximacion a la raiz se obtiene de la precedente p por la férmula 0.7 +
0.007sin p. [

En la iteracién de punto fijo:

= Se generan aproximaciones sucesivas zg, Z1, T2, ..., 4 la raiz buscada o
con la esperanza de podernos acercar mds y més a ella. Matemdticamente
deseamos que x, — « para n — 00, lo cual garantiza que, fijada una
tolerancia, existe un valor finito de n para el que los iterantes z,,, Tp11, ...
distan de ov menos que la tolerancia.

= Cada aproximacién z,1, n = 0,1,..., se obtiene como funcién de la
precedente ., esto es 2,.1; = ¢{z,), siendo g la llamada funcion de ite-
racidén, que no hay que confundir con la funcién f cuyos ceros queremos
hallar. En otras palabras, estamos usando una ecuacion en diferencias de
primer orden.

Ejemplo 9.4.2 En el Ejemplo 9.2, 2,1 = 0.7 + 0.007 sin &y, con lo que

g(xz) = 0.7+ 0.007 sin . O (9.5)

Dada una ecuacién {9.1) ;¢émo hallaremos una funcién de iteracién g que nos
permita obtener las aproximaciones sucesivas? Ante todo notemos que, suponien-
do la continuidad de g y que z,, — «, se verifica que

o = lim 2,41 = lfm g(z,) = g{limx,) = g(a).

Esto muestra que una condicion necesaria para que la iteracion tenga €xito es
que g{a) = «, 0, como también se dice, « sea un punto fijo de g (que no se
mueve al aplicarle g). Esta condicion es muy facil de entender: significa que, si
por casualidad llegamos a un iterante z,, que coincide con la solucién buscada c,
entonces el siguiente iterante g(z, ) también coincide con c.

Ejemplo 9.4.3 En el Ejemplo 9.2, si « s cero de f en (9.4), entonces es evidentemente punto
fijo de (9.5).03
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En sintesis, para aplicar el método hay que reescribir el problema f(z)} = Oen
la forma equivalente z = g(z). Esto siempre se puede hacer de muchas formas;
pero no todas son utiles.

Ejemplo 9.4.4 La ecuacién (9.4) se puede reescribir como

x—0.7

0.007
Con la aproximacidn inicial 0.7 que antes usamos, tenemos 2, = 0 (que es una aproximacion
muy mala a la rafz), zo = arcsin{—100) (que ni siquiera estd definido). ;Por qué la funcién de
iteracién (9.6) falla y (9.5) tiene éxito? En (9.5) el valor de z influye poco en el valor de g debido
al factor 0.007. En (9.6) el valor de g es muy sensible a cambios en z. [

(9.6

z = g(z) = arcsin

En general interesa que g(x) varfe poco al variar z: el caso ideal seria te-
ner g constante; entonces, para xg arbitrario, z; nos darfa exactamente el valor o
buscado.

9.4.2 Atraccion local

Supongamos que hayamos construido una funcién g que admita por punto fijo
el cero a de f que busquemos. Daremos una condicién suficiente para que la
sucesién de iterantes converja hacia a.

Teorema 9.4.1 Supongamos que g es una funcidn definida y con derivada con-
tinua en (un conjunto que contenga) un intervalo de la forma (o — 1o, + 79),
ro > 0, con g(a) = a. Si

9'(e)] <1, (9.7)
existe T positivo, v < ry, tal que, para xy € [ — v, + 7|, se puede construir la
sucesion tn 1 = g(z,), m = 0,1, ..., con elementos en [a—r, a+r] y convergente

hacia o. Ademds, si los errores e, = x,, — & son no nulos, los cocientes ey 1 /ey,
tienden hacia ¢’ (o) cuando n — oo.

Antes de demostrar el teorema son pertinentes algunos comentarios.

= Si un error e, es cero, entonces r,, = « y todos los iterantes ulteriores
también coinciden con «; naturalmente este es el caso que nunca tendremos
la fortuna de encontrar en la prictica.

= La posibilidad de la construccién de [a sucesion de iterantes viene garanti-
zada por el teorema. Esta posibilidad no es obvia: en el Ejemplo 9.4.4 vimos
una situacion en que obtuvimos un x; fuera del dominio de definicién de f
y no se pudo seguir con la iteracién.
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» El teorema es local: garantiza que para x, suficientemente préoximo a o
la iteracién de punto fijo tiene éxito. En la aplicacién prictica no cono-
cemos de antemano quien es « y frecuentemente no podremos comprobar
(9.7). Ademds tampoco sabemos el valor de r y no podemos comprobar la
hipétesis zp € [o — 7, + 7).

Demostracion. Por la condicién (9.7) podemos tomar un nimero M menor
que 1 y mayor que |¢'(«)|. Dada la continuidad de ¢/, existe r < 7, tal que, para
r€fa—ra+rl|d(z)] <M.

Tomemos g € [ — 7, + 7| y supongamos que hemos calculado ya zy, ... ,
Ty, Y que estdn en [o — 7, o + 7]. Entonces podemos hallar z,.; = g(x,,). Puesto
que g(o) = a,

Tns1 — 0 = g(2a) — glo);

esta es la igualdad crucial en el estudio de la iteracion de punto fijo. Usando el
teorema de los incrementos finitos

Tntl — O = g'(fﬂ)(:ﬁn - a)v

con &, un punto intermedio entre z, y @, que por tanto estd en [a —r,a+ r].
Tomando valores absolutos

i1 — al = |¢'(6)| | — o] < Mz, —al < |e, —af <7,

de modo que también z,41 € [ — r, @ + 7]. Por induccién concluimos que se
puede construir la sucesién de iterantes en [« — r, a0 + 7).
Por otro lado, acabamos de ver que e, 1| < M |e,| para cada n, luego

en < Mleps] < M(Men o]) < ... < M7[eg).

Cuando n — o0, tendremos e, — 0, es decir z,, — «.
Finalmente, si los e,, son no nulos,

€n+1 _ Tpt1 — & _ g(-rn) —9(05) Hg’(a),
€n Ty — ¥ Ty — &

por definicién de derivada. O

Ejemplo 9.4.5 Consideremos la ecuacién que resolvimos en las Tablas 9.1 y 9.2, usando ahora
la iteracién de punto fijo con g(z) = 0.7 + 0.5 sin x. Partiendo de xq = 0, los resultados estdn en
la Tabla 9.3. El cociente entre errores consecutivos se acerca 2 0.5 cos o = (.200, es decir cada
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Tabla 9.3: Iteraci6n de punto fijo con g(z) = 0.7+0.5sin z para laecvacién f(z) = z—0.5sinz—
0.7=0

Zn €n = Tpn — O | €n/€n_1

0 —1.1580
0.700000 —0.4580 0.395
1.022109 —0.1359 0.297
1.126605 —0.0314 0.231
1.151479 —0.0065 208
1.156684 —0.0013 0.205

ok W~ O3

0 = =
-05
™ o5 o 05 I 6 4 T
X
Figura 9.3: Tteracién de punto fijo con g(x) = 0.7 - 0.5sinx para la ecuacion f(r} =

0.58inz —0.7=0
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error es, asint6ticamente, la quinta parte del precedente. Para este ejemplo, la iteracion de punto
fijo es mds répida que la biseccién, pero mas lenta que el método de la secante.

Es importante saber obtener los iterantes grdficamente. En la Figura 9.3 tenemos la gréfica de
la funcién y = g(z) y la bisectriz y¥ = x del primer y tercer cuadrantes. La abscisa (u ordenada)
de la interseccidn es el punto fijo buscado. Desde el punto g del eje de abscisas levantamos una
vertical hasta intersecar la grdfica de g. La ordenada de la interseccidn es x;. Por la interseccién
obtenida trazamos una korizontal hasta encontrar la bisectriz y = x, la abscisa del punto de en-
cuentro s ;. Estamos en condiciones de repetir el proceso “vertical a la gréifica de g, horizontal
a la bisectriz.” En la figura vemos que, con nuestra g, obtenemos una escalera que sube a la inter-
seccidn de grifica de g y bisectriz. Con un z; mayor que el punto fijo hubiésemos obtenido una
escalera descendente. []

Ejemplo 9.4.6 Resolvamos una vez mds la ecuacién de Kepler (9.2), ahora con e = 0.5, z = 2.
Partiendo de zy = 2.5, los resultados estdn en la Tabla 9.4. El cociente entre errores consecutivos
se acerca a 0.5 cos v &= —0.353, es decir cada error es en magnitud, asintéticamente, el 35 % del
precedente. El signo — en el cociente de errores indica que a un error por defecto sigue uno por
eXCeso y viceversa.

La Figura 9.4 da la marcha grifica de la iteracién. En vez de una escalera se obtiene algo
parecido a una espiral. [ ]

9.4.3 Caso de convergencia cuadratica

Hemos visto en la subseccién precedente que la magnitud de ¢'(a) gobierna
la rapidez de la convergencia de la iteracién de punto fijo. El caso més favorable
serd aquel en que ¢'(«) = 0; segin el Teorema 9.4.1 entonces e,y1/e, — 0, 0,
con la notacién de Landau, e, = ofe,), cuando n — o0o. Atn mas: e, €s,
asintGticamente, proporcional al cuadrado de e, tal y como vamos a establecer.

Teorema 9.4.2 Supongamos satisfechas las hipotesis del Teorema 9.4.1 y que
ademds

9'(a) =0, (9.8)
y exista g"(c). Entonces existe r positivo, r < g tal que si To € [a — 7,0+ 7] se
puede construir la sucesion z,.1 = g(z,), n = 0,1,..., cuyos elementos estdn

en |a — r, o+ 7] y que converge hacia o. Ademds, si los errores e, = T, — @ SOR
no nulos, los cocientes e,.1 /€2 tienden hacia (1/2)g" (o) cuando n — oc.

Demostracién. La posibilidad de la construccion de los iterantes y la conver-
gencia son consecuencias del Teorema 9.4.1, que se puede aplicar por tener menos
‘hipétesis que el presente. Sélo hay que probar el aserto sobre el cociente de los
errores.
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Tabla 9.4: Iteraci6n de punto fijo con g{x} = 2+ 0.5 sin z para la ecuacién f(z) =z —0.5sinz —
2=0

e €n=1Tn— Q| €/€n1
2.5000 +0.1458
2.2962 —0.0550 —0.377
2.3731 +0.0189 —0.343
2.3475 —0.0067 —0.356

W= O3

26

2.55-

2.5+

| oas|

23r

2251

Figura 9.4: Tteracién de punto fijo con g(z) = 2+0.5sinz parala ecuacién f(z) =z —0.5snz—
2=0
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3
Tabla 9.5: Iteracién de Newton para la ecuacién f(z) =z — 0.5sinz 2 =0
Ty en=2Tp— |eyfe2 4
0 —1.15x 10 °

1.400000000 | +2.41 x 1071 | 0.18
1.173473865 | +1.55 x 1072 | 0.21
1.158069898 | +6.83 x 10~% | 0.29

W~ o3

Usando el polinomio de Taylor de segundo grado de g en torno a « para apro-
ximar g(z,) ,

Zay1 — @ =g(za) — g(@) = g'(a)(zn — a) + %9”(04)(% @)’ +o((zn — @)").

Aqui hemos empleado la caracterizacién analitica del polinomio de Taylor para
escribir como o(z, — o) la diferencia entre g(z,) y su aproximacién. Invocando
la hipétesis (9.8) y dividiendo entre €2 = (z,, — )* (supuesto no nulo)

€n 1 o(e?
+1 _gn(a) + (2?1)_
en

2
et 2

Por definicién del simbolo de Landau el dltimo sumando tiende a 0 y la prueba
estd completa. O

La convergencia que aqui tenemos se llama cuadrética (error asintéticamente
proporcional al cuadrado del precedente); es mucho més rdpida que la convergen-
cia lineal suministrada por el Teorema 9.4.1 (error asintéticamente proporcional
al precedente). !

Ejemplo 9.4.7 Consideraremos por cuarta vez la ecuacién resuelta en las Tablas 9.1, 9.2, 9.3.
Usaremos de nuevo iteracidn de punto fijo con zg = 0, pero ahora la funcidén de iteracion es la

debida a Newton,
x—0.5sinx — 0.7
glz) =z — -

1—-05cosx

Es obvio que el cero buscado « es punto fijo de g. Ademds un pequefio cdlculo le mostrard, sin
necesidad de conocer explicitamente ¢, que tenemos la condicién (9.8) que garantiza la conver-
gencia cuadrética. Los resultados estdn en la Tabla 9.5, Tas ventajas de este método sobre los otros
tres probados en la misma ecuacién son manifiestas. ]

1Cuando e,,41/€, — 0 hablamos de convergencia superlineal. Se demuestra que el método de
la secante converge superlinealmente, pero sin alcanzar la convergencia cuadrdtica.
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9.4.4 Puntos fijos repulsores

La condicién (9.7) que garantiza la atraccién local al punto fijo es (casi) nece-
saria.

Teorema 9.4.3 Supongamos que g es una funcion definida y con derivada con-
tinua en (un conjunto que contenga) un intervalo de la forma (o — 19, + 70),
o >0, congla)=ay

g (@) > 1.
Las nicas sucesiones de la forma ©,.1 = g(z,), n = 0,1,..., que convergen a
« son aquellas cuyos términos son, de uno en adelante, iguales a a.

Demostracién. Elijamos M mayor que 1 y menor que |¢'(«)|. Por la continuidad
de ¢, existe un ndmero 7 positivo 7, 7 < rg, tal que, para z € o — r, & + 1,
|¢'(x)| > M. Supongamos que tenemos una sucesién de términos # « y que
converge a o. Para n a partir de un cierto np, los z,, pertenecen todos a [a—r, a+r].
Entonces, para n > ng,

NEap —af = |g(@a) — g(@)] = 1g'(6a)(zn — )| 2 Mz, — af,
de donde
|Zn — 0| > Mlzn_y — o] > MP |z, 5 —al > ... 2 M"™|ay, —al.

Haciendo tender n a oo, vemos que las distancias |z, — | se acercan a co, lo cual
contradice la convergencia a a de la sucesion. [

Con el razonamiento que acabamos de usar en la demostracién, se prueba que,
en la situacién del teorema, para z,, proximo al punto fijo, ., dista de o més
que x,,. El punto fijo se llama entonces repulsor.

9.4.5 Comportamiento global de la iteracion

En las subsecciones precedentes hemos estudiado el comportamiento local de
los iterantes. Local quiere decir cuando estdn cerca (en un entorno adecuado) del
punto fijo. Veamos algo sobre el comportamiento global.

Ejemplo 9.4.8 Consideremos la ecuacién z = —3 + 4 sech(z — 1), resuelta con iteraci6n de
punto fijo con g(z) = -~3+4 sech(z—1). Hay (Fig. 9.5) tres raices de la ecuacién, o puntos fijos de
g. Uno, llamémoslo «, negativo, que es atractive, aproximadamente —2.8257. Otro, llamémosleo
3, en el intervalo (0, 1), que es repulsivo (aproximadamente 0.4327) y, finalmenie, el punto z = 1
que es atractivo {con convergencia cuadritica). En la figura estos puntos {ijos estdn indicados con
circulos.

¢ Para qué condiciones iniciales x hay convergencia de los iterantes al punto fijo repulsor 37
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ITERACION DE PUNTO FIIO

133

—3 + 4 sech(z — 1) para la ecuacién f{z} =

—z—3+4sech{z —1)=0

= Con la condicidén inicial zg

3 son todos los iterantes constantemente iguales a 3 y hay
trivialmente convergencia.

¢ Hay otras sucesiones de iterantes que converjan a 37 Sabemos que los iterantes habrian
de coincidir con 3 de uno en adelante. Si z,, es el dltimo iterante # 3, g(z,) = Sy
forzosamente x,, = 2 — 3 (2 — 3 es el punto simétrico de 3 respecto de x = 1 marcado
con una estrella en la figura). Ahora que sabemos que z, = 2 — 3, ;quién serd z,, 7
Respuesta: un punto que por g se aplique en 2 — 3 > 1; pero tales puntos no existen
pues siempre ¢ < 1. Solucién al enigma: =, no tiene antecesor porque es xg. Entonces
g = 2 — 3y se alcanza el punto {jjo tras una sola iteracién.

¢ Para qué condiciones iniciales g hay convergencia a o?

= De acuerdo con la construccién grifica de los iterantes, por lo pronto, para todas las del

intervalo I; = (—o0, (). Para zg € (—o0,«) los iterantes crecen monétonamente a a;
para zo € (a, /) decrecen monétonamente a c.

Pero también si zg € I» = (2 — {4, 00) la iteracién converge a & a pesar que esos Zg
disponen de un punto fijo atractivo x = 1 mds cercano a ellos. En efecto: partiendo de xg
en Ir tenemos z; € I;. Entonces y segin acabamos de ver, la sucesién de iterantes que
parte de x1, es decir,

z1,9(21) = 22, 9(%2) = 23, . - .,

converge hacia cv. Evidentemente también la sucesién que empieza en o,

X, T1,T2,. .-
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convergera a o.

Finalmente para =y € {3, 2 — ) hay convergencia hacia 1.

Los conjuntos abiertos (—oo, 3) U (2— 3, 00) y (3, 2 — () son los dominios de atraccidn de o
y 1 respectivamente. Observe que uno de ellos no es conexo. En realidad un dominio de atraccion
puede tener una estructura topoldgica complicadisima. Los puntos repulsivos no tienen dominio
de atraccién. [

Del cjemplo debe aprender una cosa: una vez identificada una condicion inicial
zo que lleva a convergencia a un punto fijo (atractivo o no) o, cada preimagen de
xg por g, tomada como condicién inicial, también conduce a convergenciaa a. Y
lo mismo ocurre con las preimigenes de las preimdgenes de g, las preimagenes
de las preimagenes de las preimdgenes de x, etc.

Problema 9.4.1 Explique, usando alguno de los teoremas dados, el fracaso de la iteracién de
punto fijo de (9.6).

Problema 9.4.2 Démuestre que una funcién continua en [a, b] que toma valores en [a, b] tiene,
cuando menos, un punto fijo. (Indicacién: si g(a) = a 6 g{b) = b no hay nada que probar. En otro
caso la funcién z — g(z) ... )

Problema 9.4.3 Sca g una funcién definida en un intervalo y monétona creciente en sentido
estricto, esto es g(z) < g(y) para z < y. Supongamos que los iterantes z,, estdn definidos desde
n = Qhastan = N > 1y que ninguno es un punto fijo de g. Pruebe que entonces la sucesién
Zg, T1. T2.. . ., Ty €5 0 Monétona creciente en sentido estricto 6 mondtona decreciente en sentido
estricto.

Problema 9.4.4 Sea g una funcién definida en un entorno de un punto fijo de ella o y mon6-
tona decreciente en sentido estricto. Pruebe que o es el vinico punto fijo que g tiene. Pruebe que si
los iterantes ., estén definidos desde n = 0 hasta n = N > 1 y no coinciden con « entonices dos
iterantes consecutivos estdn a distinto lado de .

Problema 9.4.5 Puntos fijos con |g'(e)] = 1. Las funciones g(z) = sinz y g(x) = tanz
tienen ambas el punto fijo & = 0 y para ambas g'(0) = 1. Pruebe que, para |xo| suficientemente
pequefio, con el seno la iteracién de punto fijo converge mientras que con la tangente diverge. Por
tanto el caso |g'(a)| = 1 es dudoso, la convergencia o divergencia depende de los valores de las
derivadas superiores de g. '

Pruebe que si con |g'(a)| = 1 hay convergencia al punto fijo entonces cada error es asinttica-
mente de la misma magnitud del anterior, por lo que la convergencia es lentisima y la sucesion
generada carece de utilidad para hallar el punto fijo.

Problema 9.4.6 Puntos fijos de la aplicacién logistica. Demuestre que para A € [0, 4] la fun-
cién g(z) = Az(1l — z) aplica el intervalo [0, 1] en'si mismo. (Indicacién: represente graficamente
g.) Consideremos en lo sucesivo sélo valores z € [0, 1], A € {0, 4]. ;Cuéntos puntos fijos tiene g?
Demuestre que el punto fijo o = 0 es atractor si A < 1 y repulsor para A > 1. Demuestre que para
A = 1 cualquier zg € [0, 1] conduce a una sucesién de iterantes que converge a o = 0 (haga una
gréfica) y que cada error ey, es asintéticamente igual al precedente. Estudie para qué valores de A
el punto fijo # 0 es atractivo. (Solucién: para 1 < A < 3.)
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Problema 9.4.7 Convergencia ciibica. Demuestre que si en el punto fijo o de g es g'(a) =
g”(¢) = 0y entonces los errores (supuestos no nulos) de la iteracién de punto fijo verifican
que e,,11/€> se acerca a un limite. ;Qué hipétesis sobre la derivabilidad de g se necesitan? Esta
convergencia se llama cibica.

Problema 9.4.8 ;Cusntos puntos fijos tiene g{z) = (1/2)z — z° (haga una gréfica)? Halle
un punto £ > 0 con la propiedad g(£) = —£. ;Qué le ocurre a la iferacién de punto fijo para
o € (0,£)? (Y para zp = £7 .Y para zp > £7? Los casos en que xp es negativo no necesitan ser
discutidos: cambiar el signo de x cambia el signo de todos los iterantes.

Problema 9.4.9 Encuentre los puntos fijos de (7/2) sin . Para cada g real la sucesién de
iterantes converge a un punto fijo. Determine, en funcién de =g, cudl es ese limite.

Problema 9.4.10 Dominio de atraccién. Sea g(x) una funcién real que, por sencillez, supon-
dremos definida para todo « real. Sea «v uno de los puntos fijos de ¢ que tenga la propiedad de que
existe r > 0 tal que si 29 € I = (@ — r, @ + r) entonces los iterantes de la iteracién de punto
fijo convergen a o (esto ocurre en particular si g es derivable con continuidad v |¢'(a)] < 1).
Pruebe que el conjunto de los x( para los que la iteracién de punto fijo converge hacia o (el do-
minio de atraccién de «) es la reunién de las imdgenes inversas sucesivas g~2(I), g~ (g~ 1(1)),
...(Indicaci6n: pruebe que x estd en el dominio de atraccidn si existe un n para el que z,, € I.)

Pruebe que el dominio de atraccién es un subconjunto abierto de la recta. Concluya que a cada
punto xg para el que la iteracién converge a « se le puede asociar un valor p de suerte que todas
las condiciones iniciales en (xq — p, &g + p) conduzean a convergencia a .

Problema 9.4.11 Dindmica de poblaciones. Modelo lineal.? Llamemos x,,, n = 0,1,2, ... al
nimero de individuos de una poblacién de una especie de insectos al cabo de n afios de empezar
a observarla. Se supone que los insectos mueren al final del verano y nacen en primavera y que
el nimero z, 1 en una temporada es una funcién conocida g(x,,) del niimero en la temporada
anterior. Supondremos siempre que g(0) = 0 ;por qué?

El modelo mds sencillo es, como siempre, lineal, es decir g(z) = p2 con u una constante
positiva,

Pruebe que, si ¢ > 1, el nimero de individuos crece exponencialmente con » para cada
zg > 0. ;Cada cudntos afios dobla la poblacién su nimero?

Pruebe que, si u < 1, el nimero de individuos decrece exponencialmente hacia cero para cada
xo > 0. ;Cuantos afios necesita la poblacidn para dividir entre dos su nimero?

Pruebe que 100{x — 1) representa el tanto por ciento en que la poblacién aumenta de una
temporada a la siguiente.

Problema 9.4.12 Dindmica de poblaciones. Modelo logistico. En el modelo lineal del pro-
blema anterior, para 4 > 1 y n suficientemente grande, x,, supera cualquier niimero prescrito, lo
cual evidentemente no se puede dar en la realidad. Para disponer de un modelo mejor, suponemos
gue el pardmetro p que gobierna el crecimiento no permanece constante sino que es de la forma

2En este problema y los siguientes se estudian sucesiones con ,, 11 = g(%,) pero la finalidad
del proceso no es encontrar el valor de los puntos fijos.
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[ = pig — CT,, CON fig ¥ C constante positivas; cuando fa poblacién es muy pequeiia hay un factor
de crecimiento p & up, y al crecer la poblacién el factor de crecimiento va disminuyendo (por
ejemplo porque hay individuos que no Hegan a repreducirse por falta de alimentos). Tenemos
entonces el llamado modelo logistico 2,41 = g(z,). g{z) = (po — cz)z. El modelo sélo tiene
sentido si 0 < T, < up/c, pues evidentemente x,, > 0y si 2, > ug/c el factor de crecimiento
serfa negativo. Por tanto pg/c = Tmax €8 UN tamafio maximo de la poblacién. Pruebe que ha de
ser g < 4 para conseguir que g(z) € [0, Tmax) para = € [0, Zmax|.

Problema 9.4.13 Continuacion. Pruebe que si 1 < 1 entonces para cualquier zg € (0, Zmax)
se tiene 1im z,, = 0, es decir los insectos tienden a desaparecer.

Pruebe que si pg € (1, 4] entonces hay un tamafio de la poblacion z.q > 0 que es de equilibrio,
esto es, si un afio &, = Zeq entonces en los afios siguientes Tny1 = Tnpa = ... = Zegq.

Pruebe que para po € (1,3) ¥y o € (0, Zmax] €l tamaiio de la poblacién, cuando n — oo,
tiende a ser Tey.

Pruebe que para (1o € (3, 4] el tamafio de la poblacién no tiende en general a ser el de equi-
librio.

Problema 9.4.14 Continuacion. Experimente numéricamente hallando z,,, n = 1,2, ..., 50,
con varios valores de zq ¥y o, tomando siempre ¢ = 10~ % 5 (lo cual fija el tamafio méximo de la
poblacién en un millén).

9.5 El método de Newton

El método de Newton (también llamado de Newton-Raphson) tiene analogia
con el de la secante. Partimos de una aproximacion xp (en la secante son dos) a
la raiz buscada . Y en vez de construir una recta de interpolacién de Lagrange
para f construimos una recta de Taylor, es decir la recta tangente y = f(xo) +
f'(zo)(z — xg). El cero z; de esta recta sc toma como nueva aproximacion a la
raiz (Fig. 9.6), se traza la tangente a f en x;, etc. La idea de linealizar, esto es,
sustituir funciones por sus tangentes para reemplazar problemas no lineales por
lineales, es una de las mds importantes en todas las matemdticas.

Para esta iteracion

f(@a) + f(Zn)(Tnt1 — 1) =0
de modo que los iterantes se calculan por la férmula

fzn)

Tt = i)
T

—0,1,.. (9.9)

La aplicacién de (9.9) no es siempre posible, pudiera ser que x,, no estuviese en
el dominio de definicién de f, que f no fuese derivable en z,, 0 que f'(z,) = 0.
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Figura 9.6: Método de Newton para f(z) = = — 0.5sinz — 0.7 = 0

En este uitimo caso la tangente es horizontal y, salvo que x,, sea ya un cero de
/. no corta al eje de abscisas. Los criterios de parada son los mismos que en los
métodos anteriores.

La formula (9.9) revela que la iteracién de Newton, en independencia de su
significado geométrico, no es nueva para nosotros. No ¢s otra cosa que la iteracién
de punto fijo con funcién de iteraciéon

 f(=)
g(z) =z Fiz)

_ (9.10)

Notemos que efectivamente f(a) = 0 conduce a g{a) = a. ;Cuénto vale |¢(ct)],
cantidad que gobierna la convergencia de una iteracién de punto fijo? Serd

U@ - f@)f)
(F@rE

luego en un punto & con f(a) = 0, f'{a) # 0, g tiene derivada nula, lo cual
conduce a convergencia cuadridtica.

g'(z) =

Teorema 9.5.1 Supongamos que f es una funcion definida y con dos derivadas
continuas en (un conjunto que contenga) un intervalo de la forma (o —rq, 0 +ro),
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ro > 0, con f(a) = 0, f'(«) # 0. Supongamos ademds que existe f"{a). Existe r
positivo, r < 1o, tal que para Ty € (& —r, a+ 1] se puede construir la sucesion de
iterantes de Newton (9.9) y converge hacia o. Ademds si los errores e, = T, — &
son no nulos, los cocientes e,,.1 /2 tienen limite finito.

Demostracion. Basta con aplicar el Teorema 9.4.2 a la funcién (9.10). Para z cerca
de a, g estd bien definida pues el denominador f'(x} no se anula (no se anula en
x = « por hipétesis y es una funcién continua). Ademds g tiene derivada continua,
pues f tiene dos derivadas continuas y ¢”(«) existe por existir f/(«). Finalmente
¢'(a) = 0 segiin acabamos de comprobar mds arriba. O

Un punto « con f{a) =0, f'(a) # 0 se llama un cero simple de f. En el caso
particular de que f fuese un polinomio, el factor z — « figura una tnica vez en
la descomposicién de f en producto de factores lineales. Asi pues el método de
Newton da convergencia cuadrética para ceros simples. Algunos se desorientan
porque la hipétesis f'(«) # 0 sobre la funcién cuyos ceros queremos hallar es la
que conduce a ¢'(a) = 0 para la funcién de iteracién de la que nos valemos.

Ejemplo 9.5.1 La iteracién que usamos en el Ejemplo 9.4.7 es justamente la dada por el méto-
do de Newton. Alli ya notamos la convergencia cuadrética. [

El método de Newton para (9.1):

» No siempre converge a un cero de f y acaso lo haga pero no al cero que
buscabamos. Su éxito estd sélo garantizado partiendo de una aproximacion
inicial cercana al cero buscado.

» Cuando converge lo hace mucho mds rapidamente que los métodos de bisec-
cién y secante.

= Requiere la derivabilidad de f, lo cual no es un inconveniente serio pues la
mayor parte de las funciones en las aplicaciones son derivables.

= Requiere valores de la derivada de f. Esto supone 6 escribir una subrutina
para f’ invocdndola una vez por paso, ¢ acudir a una de las férmulas de
derivacién numérica ya estudiadas. Por ejemplo podemos aproximar f'(z,,)
por f|xy,, z, + h] con k pequefio y eso obliga a evaluar f dos veces por cada
paso, una en & = &y, otra en x = x, |+ h. Con cualquier implementacion
que elijamos, el trabajo a realizar por paso es superior al de los métodos de
biseccion y de la secante.
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Problema 9.5.1 El método de Newton para raices miiltiples. Sea f una funcién definida en un
intervalo abierto gue contenga a un punto o con f(a) = 0. Por sencillez supongamos que f tiene
derivadas de cualquier orden en todo punto y que « es el tinico cero de f. Demuestre que, si p es
un enterc > 1, las dos condiciones siguientes son equivalentes. (i) f v sus derivadas hastalap -1
inclusive se anulan en a, pero f)(a) # 0. (i) f es de 1a forma f(z) = (z — )P F(z) donde F
es una funcién continua con F'(¢) # 0. Cuando se verifican estas condiciones se dice que ¢ es un
cero de multiplicidad p de f.

En las condiciones anteriores, use (ii) para probar que la funcién de iteracién del método de
Newton tiene una derivada que en « vale 1 — 1/p. Por ello, a menos que la raiz sea simple, el
método de Newton converge pero la convergencia no es cuadrdtica.

Aplique el método de Newton a resolver z2 = 0 a partir de o dado. Halle la expresién de los
% y compruebe la convergencia lineal.

Problema 9.5.2 Para la ecuacién f(z) = #* — z = 0 vamos a determinar para que valores
de x la iteracién de Newton converge a cada una de las tres raices, +1, 0, —1 (es decir vamos a
contrar los dominios de atraccion de las raices).

Realice una figura con la gréfica de f, hallando el mdximo y el minimo de f.

Compruebe, usando la interpretacién grafica del método de Newton, que para zg € I; —
(b1,400), b1 = +/3/3, hay convergencia hacia 4-1. Por simetria, para zp € J, = (—oo, —b1) hay
convergencia hacia —1.

Dibuje en la figura Iy = {—by, —bz), donde —b, < 0 es el punto que el método de Newton
lleva'en by . Pruebe que I estd en el dominio de atracci6n de +1. Por simetria Jy = (bg, b;) estden
¢l dominio de atraccién de —1.

Dibuje ahora I3 = (b3, ba) donde b3 es llevado por el método de Newton en — b, y pruebe que
estd en el dominio de +1, etc.

El dominio de atraccién de 41 es la reunién de los intervalos abiertos disjuntos: [y, I3, I3,
... Los extremos de estos intervalos se acumulan a los puntos v tales que el método de Newton
lleva v en —7 y viceversa. El dominio de —1-es simétrico del de +1. El dominio de 0 es (—, ).
Empezado en los puntos £b,, sélo se puede efectuar un ndmero finito de iteraciones. En cualquier
pequefio intervalo que contenga a -y hay (i) puntos del dominio de +1, (ii) puntos del dominio de
—1, (iii) puntos del dominio de {}, (iiil) puntos en los que la iteracién acaba tras un niimero finito
de pasos.

Problema 9.5.3 EI méiodo de Euler. En el método de Newton z,, |1 es el cero del polinomio

de Taylor de primer grado en z,. En el método de Euler aproximamos f por el polinomio de

Taylor de segundo grado en x,, y tomamos para 2,41 uno de 10s ceros de esa pardbola cuadrética.
Demuestre que esos ceros son

| F @) E V(T (@a)® ~ 2(@n) " (20)
L4 f”(mn)

¢ 5e quedaria usted con la rafz con + o con la raiz con —? (Indicacidn; lo menos que podemos
pedir al método es que z, = a conduzcaa z,41 = ) .

La férmula que hemos encontrado tieng el iconveniente de que, para x,, cerca de c, exi-
ge substraer cantidades muy parecidas ;cusles? (Vea el Problema 1.5.1) Pruebe que 11 puede

x
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reescribirse, para evitar errores de redondeo, como

2 f(wn) .

_ flza) " (2n f’r mn,
L+ /12550 (&)

L

esta es la expresién que tomamos como definicién del método de Euler.

Pruebe que, para raices simples y funciones f suficientemente regulares, el método de Euler
converge ciibicamente, es decir que ¢'(a) = g’ () = 0. (Indicacién: basta probar que el poli-
nomio de Taylor de segundo grado de g en torno a o es la constante g(a) = a. Este polinomio
de Taylor de g se construye a partit de los polinomios de Taylor de las partes de la férmula. Por
ejemplo, €l polinomio de Taylor de grado dos de z es o + (z — «); el de f(z)/f'(x) se obtiene
dividiendo, etc.) :

Problema 9.5.4 Méiodos de Chebyshev y Halley . Pruebe que las iteraciones siguientes, lla-
madas respectivamente de Chebyshev (1821-1894) y Halley (1656-1742), son cibicas para ceros
simples y funciones regulares

L f@e) f@
9(z) (” e ))) Pl

2
1 f(z)
Sty @)

9(=) = 2= T fwrm



Capitulo 10

Solucion de sistemas lineales

10.1 Introduccion

Nos ocuparemos ahora de resolver sistemas lineales de ecuaciones de la forma
Ax =b, (10.1)

donde A es una matriz real d x d conocida, b un vector {columna) conocido con
d componentes b; y x el vector (columna) que buscamos, con d componentes Zj.
En términos de cantidades escalares (10.1) se reescribe

@111 + diaxy + o 4+ agzg = by,
a1 + amTz + 0+ Gggrg = by,
@y + Qgexz + o0 4+ Qggtg = by

la notacidén vectorial es claramente preferible.

Sila matriz A es invertible, entonces (10.1) posee una linica solucién A~ 'b y,
si no hace falta calcularla efectivamente, la discusion de (10.1) esta concluida y no
hay mds que decir. Sin embargo, en muchisimas aplicaciones, es preciso resolver
sistemas de la forma (10.1) efectivamente. De hecho, la resolucién de ecuaciones
lineales es la tarea que mds frecuentemente realizan los ordenadores, toda vez que
son numerosos los procesos de todo tipo que requieren como paso intermedio la
resolucion de sistemas lineales. Como consecuencia, la creacién de métodos para
resolver (10.1) es todavia hoy un campo de investigacién muy activo. Nosotros
nos limitaremos al método mds importante, llamado de eliminacién Gaussiana
por haber sido Gauss el primero en describirlo sistemdticamente (aunque no el
primero en utilizarlo, pues es antiquisimo).

141
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10.2 La eliminacion Gaussiana

10.2.1 Un ejemplo
Tlustraremos primero el método mediante un ejemplo.

Ejemplo 10.2.1 Sea

2r7 + 3x9 + 4dxz + bHry = 5,

6x1 + 1bze + 19723 + 23x4 30, (10.2)
8z, + 42z, + 60x3 + T0xy = 98, )
1227 + 60xs + 1zz -+ 1714 144,

el sistema por resolver. Eliminemos z; de las ecuaciones segunda, tercera y cuarta. A tal efecto
restamos a la segunda ecuacién 3 veces la primera, a la tercera 4 veces la primera y a la cuarta 6
veces las primera. Obtenemos

277+ 3me + dxz + OSxy = 9
6xo + Tzg + 8z = 15,
30z, -+ 4drs + 50z = T8, (10.3)
42z — 23w 18z, = 114,

Ahora eliminamos x4 de las ecuaciones tercera y cuarta y para ello restamos a la tercera ecuacion
5 veces la segunda y a la cuarta 7 veces la segunda. El resultado es

201 + 3x3 4+ 4dxa + Ozy - B,
6zs + Tz3 + 8xy = 15,

9rs + 10zy = 3, (10.4)
72933 69.‘1’34 = 9. -

Finalmente eliminamos z; de la cuarta ecuacidn, restando a la cuarta ecuacién —8 veces la tercera
y obteniendo

2531 + 3z + 4dxs 4+  Bxy 5,
b6zg + Txzg + 8xq4 = 15

9r; + 10xy4 = 3, (105)
].1.’1’)4 33.

Hemos concluido la efiminacién de las incdgnitas y llegado a un sistema equivalente a (10.2) pero
triangular superior. Este sistema se resuelve inmediatamente por sustitucion regresiva, es decir de
la (ltima ecuacién se obtiene la Gltima incégnita, llevando el valor de esta a la pentltima ecuacién
se obtiene la pendltima incégnita, ete. Asf concluimos

«m B
11’
T4 = 3,
3-10x3
T3, 9

I3 —3,
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15-7%x(-3)—8x3
Tz = H

6
X = 2,
5-3x2-4x(-3)—-5x3
T
2
1 —2,

y el sistema estd resuelto. [J
Observemos que hay dos etapas bien definidas.

= La eliminacion de las incégnitas, pasando, para un sistema de dimensién
d, por d sistemas equivalentes; el primero es el de partida que deseamos
resolver, el 0ltimo es triangular superior.

= La solucion del sistema triangular superior por sustitucion regresiva.

A continuacién describiremos cada una de las dos etapas para el sistema ge-
neral (10.1).

10.2.2 Eliminacion de las incognitas
Para el sistena d X d (10.1) denotemos por
A®x =p®  p=12 . d,

los d sistemas equivalentes. Comenzamos con &
de partida,

1, donde tenemos el sistema

AU =4, bW =b.

Pasamos del k-ésimo al (k + 1)-ésimo, k= 1,...,d -
Ty Note que x4 no se elimina.
El sistema k-ésimo tiene la siguiente estructura

1, eliminando la incégnita

agl)xl + a :cg + - (k)a:k + -+ ag’;)a::, 4+ -+ ag;)a:d b(k)
ag2):c2 + o ék):«:k +-- 4+ ag;)mj + -t aéd)xd g‘;),

ag}?xk +-- agj)mj +- - ,(cd)ccd b(k)

Bt -+ 0y + o+ oy bﬁgi)}

gt Py 4+ alre = oY
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10.2 La eliminacion Gaussiana

10.2.1 Un ejemplo
Iustraremos primero el método mediante un ejemplo.

Ejemplo 10.2.1 Sea

207 + 3z + 4dxs + bxry = 5,

6z1 + 15z2 + 1923 + 23x4 = 30, (10.2)
8ry + 42z, + 60z3 + T0xy = 98, '
122y + 60zy + lzz + 17Txy = 144,

el sistema por resolver. Eliminemos x; de las ecuaciones segunda, tercera y cuarta. A tal efecto
restamos a la segunda ecuacién 3 veces la primera, a la tercera 4 veces la primera y a la cuarta 6
veces las primera. Obtenemos

201 -+ 3me + dmy + bwa = 5,
6z + Tzz + 8ra = 15
30z + 44z3 + 5H0xy = T8, (10.3)
42562 23:]33 13$4 = 114.

Ahora eliminamos 2 de las ecuaciones tercera y cuarta y para ell - restamos a la tercera ecuacién .
5 veces la segunda vy a la cuarta 7 veces la segunda. El resultado es

27 + 3z + 4xz + Bzs 5,
6:12'2 + 7.1133 + 8$4 - 15,

9563 + 10.’L‘4 = 3, (10'4)
- T2xz3 — 69z4 = 9

Finalmente eliminamos z3 de la cuarta ecuacién, restando a la cuarta ecuacién —8 veces la tercera
y obteniendo

2r7 + 3z2 + 4z3 + bza 5,
6xy + Tras + 8xy = 15,

923 + 10z 3, (105)
11.’34 = 33

Hemos concluido 1a eliminacion de las incégnitas y llegado a un sistema equivalente a (10.2) pero
triangular superior. Bste sistema se resuelve inmediatamente por sustitucidn regresiva, es decir de
la dltima ecuacién se obtiene la dltima incdgnita, llevando el valor de esta a la pentiltima ecuacién
se obtiene la peniltima incégnita, etc. Asi concluimos

g = E
11°
Tqg = 3,
3—-10x3
I3 =S T—I

Iz = —3.,
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0y — 1BTTX (—3)—8x3’
6

Tz = 2,

h—3x2—-4x(-3)-5x3
I '

2

I —2,

y el sisterna esta resuelto, [
Observemos que hay dos etapas bien definidas.

» La eliminacion de las incégnitas, pasando, para un sistema de dimensién
d, por d sistemas equivalentes; el primero es el de partida que deseamos
resolver, el dltimo es triangular superior.

= La solucion del sistema triangular superior por sustitucion regresiva.

A continuacién describiremos cada una de las dos etapas para el sistema ge-
neral (10.1).

10.2.2 Eliminacion de las incognitas
Para el sistema d x d (10.1) denotemos por

Ak = p&) k=1,2....d,

los d sistemas equivalentes. Comenzamos con k = 1, dqnde tenemos el sistema
de partida, '

AV =4 pW=b.

Pasamos del k-ésimo al (k + 1)-ésimo, k = 1,...,d —
xr. Note que x4 no se elimina.
El sistema k-ésimo tiene la siguiente estructura

1, eliminando la incégnita

Pz +aBry 1+ (k)m‘,c _|_..._|_a(k) 4 ---+a§?m i
a3y Ty + -+ aflu o+ ag;):cj +otallz, = b,

a,(ck):ck +o a%)mj +eeet a}cd)scd b(k)

afeg+-+alz v v a®p, = bf“’,

adk T+ 0+ ag?:cj + -+ afi’fi)xd bg“).



144 CAPITULO 10. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Aqui la inc6gnita z; ya sélo figura en la primera ecuacién, la z2 en las dos
primeras, ..., la zx_; en las k — 1 primeras, siendo z, la primera de las incgni-
tas que todavia estd presente en todas las ecuaciones. Hemos de eliminar z; de
las ecnaciones por debajo de la k-ésima, esto es de las ecuaciones con indices
i =k+1,...,d Paraello, parai = k + 1,...,d, restaremos a la ecuaci6n
i-ésima £, veces la k-ésima, siendo

by, = 9—%)"

(k)
Ok

con este valor de #;; se consigue que, en el nuevo sistema con indice k+1,1a
incégnita xy, figure con coeficiente nulo en la ecuacién i-ésima. La ecuacion k-
ésima, que multiplicada por nimeros adecuados se sustrae de las siguientes, sc
llama pivotal. Los niimeros £; por los que se multiplica la fila pivotal son los
multijﬁlicadofes. El nimero a,,(:;) se denomina pivore de la eliminacién de zy.

Ejemplo 10.2.2 En el sistema (10.2) para eliminar 1 la ecoacién pivotal es la primera y el
pivote vale 2. Hay tres multiplicadores £51 = 6/2 = 3, £33 = 8/2 =4,04 =12/2 =6.La
ecuacion-pivotal se multiplica sucesivamente por 3, 4 y 6 y se sustrae a las ecuaciones segunda,
tercera y cuarta de (10.2). Esto origina ceros en los coeficientes de z; en las filas segunda, tercera
y cuarta de (10.3).

En el mismo ejemplo cuando eliminamos z, la ecuacién pivotal es la segunda de (10.3) y
el pivote vale 6. Hay dos multiplicadores £33 = 30/6 = b, £24 = 42/6 = 7, que sirven para
multiplicar a la ecuacién pivotal antes de sustracrsela a las ecuaciones tercera y cuarta de {10.3).

" Para eliminar x5 hay un solo multiplicador £34 = —72/9 = —8, porque z3 s6lo se elimina de
1a cuarta ecuacién de (10.4). T

En definitiva las férmulas para ir hallando los sucesivos sistemas son como
sigue.

Parak = 1,...,d — 1,

Parai = 1,..., k, %Estas ecuaciones no cambian
Paraj=1,...,d,
LD _ )

if 1§

b = o,

Parai =k +1,.:.,d, %Estas ecuaciones cambian
L
ik )
a-i(ck)-

Paraj = 1,...,k, %Ceros en z; ya eliminadas
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ai—fH) 0,
Paraj=k+1,...,d,
o =)ty (10.6)

bgkﬂ) 5 — g bgc)
1 13 -
La linea (10.6) es la més importante; note como en ella hay tres indices:
» El &, que cuenta qué incégnita estamos eliminando, k= 1,...,d — 1.
» El %, que cuenta de qué ecuacion la estamos eliminando, i =k +1,... . d.

= El j, que va contando qué coeficiente de la ecuacion ¢-€sima estamos trans-
formando, j = k+1,...,d.

Acabaremos esta subseccién con una nota. En el proceso aqui descrito para
eliminar la incdgnita ¢ de

2t + 3u — 4v + bw + 6z — Ty + 8z = 123, (10.7)
usando como ecuacidn pivotal
3t +6u—9v+ 12w+ 62 — Ty + 82 =T89, (10.8)

restamos a (10.7) 1a ecuacién (10.8) multiplicada por 0.666666. En muchas des-
cripciones elementales, se multiplicaria (10.7) por 3 y (10.8) por 2 y se restaria.
El interés de este proceso alternativo elemental radica en que, cuando los coe-
ficientes son enteros, evita introducir ndmeros no enteros. Para el cdlculo au-
tomadtico, donde el ordenador no ‘ve’ si los coeficientes son enteros, €l proceso
alternativo carece de toda utilidad: usdndolo la eliminacién elemental de ¢ re-
quiere catorce multiplicaciones y siete adiciones/substracciones, el proceso des-
crito aqui necesita una division (para el multiplicador), siete multiplicaciones y
siete adiciones/substracciones (el que sean adiciones o substracciones depende
del signo de los operandos: sumar dos nimeros de signo distinto es una resta).

10.2.3 Sustitucion regresiva

Es usual llamar U a la matriz triangular superior del sistema triangular A
que se obtiene tras acabar de eliminar las incégnitas (U es la primera letra de ‘up-
per, superior en inglés). Llamando c al segundo miembro correspondiente b(@,
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hemos de resolver Ux = c. Las férmulas de Ia sustitucién regresiva son

Cd
g = —,
Udd

Parai=d—1,...,1,

d
- Z UL g,
j=it1
G
T, = —.
U4

Observe cémo ahora sélo hay dos indices: 2, 7.

10.2.4 Aplicabilidad del método

El método qué hemos descrito no siempre puede completarse. En efecto, si
encontramos un pivote a( ) nulo, k = 1,2,...,d — 1, la férmula para los mul-

tiplicadores que sirven para eliminar zx no t1ene sentido. Ademds las férmu-

las de la sustitucidn regresiva requieren que €s0S mMismos pivotes a( ) = Ukhes

{d)

k=1,2,...,d—1sean nonulos y ademds que az; = tgg s€a no nulo.

Ejemplo 10.2.3 Supongamos que en el sistema de partida a;3 = 0 (lo cual, claro, puede ocu-
Irir aunque A sea invertible). Entonces nuestro proceso de restar miltiplos de la primera ecuacién
para eliminar z; no puede llevarse a cabo.[]

Ejemplo 10.2.4 Supongamos que el sistema de partida tiene 1a forma

3.’1,‘1 = 12.’62 +
9r; — 36z +

Podemos eliminar 1, tras lo cual el sistema queda (hay que restar a la segunda fila el triple de la
primera})

3z 1225 +

0:!31 = 0:1,‘2 +

Ahora no podemos eliminar z,. Note que el elemento (2,2) no era nulo en la matriz de partida,
sino que se ha anulado en el curso de la eliminacion. [

El siguiente resultado nos dice cuindo podremos completar el método de eli-
minacién Gaussiana. Dada una matriz A de tamafio d x d, su submatriz principal
k-ésima, kK = 1,2,...,d, es, por definicién, la matriz k x k formada por las
primeras k filas y columnas de A.
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Teorema 10.2.1 Sea A una matriz d % d cuyas submatrices menores principales
deorden k, k = 1,2,...,d, sean invertibles (en particular A es invertible). En-
tonces el método de eliminacion Gaussiana para (10.1) anteriormente descrito
puede completarse sin encontrar ningiin divisor nulo.

Reciprocamente si, dado el sistema (10.1), el método de eliminacicn Gaus-
siana que hemos descrito puede completarse sin encontrar divisores nulos, en-
tonces todas las submatrices menores principales de A (incluyendo la propia A)
son invertibles.

Demostracion. Demostraremos el primer resultado; la prueba del reciproco es, en
lo esencial, la misma. Podemos eliminar x; toda vez que aﬁll) = @17 no puede
anularse pues en otro caso la submatriz principal de orden 1 x 1 de A no seria
invertible. Razonemos por induccién y supongamos que ya hemos podido eli-
minar z,, s, ..., £x (k < d — 1) al haber sido los correspondientes pivotes no
nulos. Consideremos la matriz A(+%) del sistema que se obtiene tras eliminar z;,
y fijémonos en su submatriz principal (k + 1) x (k + 1} que Hamaremos Bys.
De un lado, By es una matriz triangular superior cuyo determinante seré igual
al producto de los elementos diagonales

det(Brt) = B0 D Y, = D@, 109

De otra parte, det{By1) debe coincidir con el determinante no nulo por hipdtesis
de la submatriz A, menor principal de orden k£ + 1 de la matriz de partida A:
en efecto By, se ha obtenido a partir de A, restando a filas miiltiplos de otras,
proceso que deja invariable el determinante. Combinando (10.9) con det(Byy1) #

0 tenemos a;’f;l,l 1 7 0.8i £ +1 < d podemos pasar a eliminar xx 1, usando el

pivote a,(jf;‘,{ 115 81 £+ 1 = d hemos probado que %45 # 0.0

La conclusion es que las hipdtesis bajo las cuales la eliminacién de Gauss que
hemos descrito da resultado son mds restrictivas que la hipdtesis de invertibilidad
de A bajo la cual el sistema (10.1) posec una tnica solucién. Esta deficiencia
notable de la eliminacién Gaussiana se subsana mediante el pivotaje, proceso que
estudiaremos més adelante.

Problema 10.2.1 Resuelva por eliminacién Gaussiana, indicando los valores de los multipli-
cadores y de los pivotes,

22y + 2% 4+ 2z + 2z4 = 12,
4r7 + 6xe + 6xg + bBxyg = 34,
6z + 14z, + 16xzy + 16ry = B2,
227 4+ 2z + 1223 + ldxy = 42.
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/_.\ ‘
< Problema 10.2.2 Resuclva por eliminacién Gaussiana los sistemas que siguen. En cada caso,

indique los valores de los multiplicadores y de los pivotes. Si se fija, puede usar en el segundo

sistema la mayor parte de los cdlculos hechos para el primero.

201 + 2z + 2x3 4+ 2z4 = 20,
dr; 4+ 6xzg + 6xz3 + 6zy = 58,
6z; -+ ldzy + 16xz + 16xy = 146,
10y + 12z4 = 78,
21 4+ 29 4+ 23 + 2z4 = 0,
dry + 6xz + ObBxg + 6b6xzy = 2,
6x; + ldzy + 16x3 4+ 16xys = 10,
10zz + 12z4 12.
Problema 10.2.3 Considere el sistema
261 + 2z + 23 + 2z4 = 20,
4.7;1 + 6x9 + 6.’33 + 6Bxq 58,
6z, + ldzs + 16z3 + 16xy = 146,
221 4+ 2x9 + 1223 + 12z4 = 90,

e intente resolverlo por eliminacién Gaussiana. Concluya que la matriz tiene rango tres, que sus
tres primeras filas son independientes pero la cuarta es combinacion lineal de las tres primeras y
que las tres primeras columnas son independientes pero la cuarta es combinacidn lineal de las tres
primeras. Concluya también que el sistema es compatible y que se puede fijar arbitrariamente el
valor de z4. Finalmente halle la solucién que tiene x4 = 4.

10.3 Factorizacion LU

El material presentado hasta ahora podria bastar para resolver en la prictica
sistemas lineales (de hecho Vd. ha debido ser capaz de resolver los sistemas pro-
puestos en los problemas anteriores). Sin embargo para entender completamente
la eliminacién Gaussiana y sus variantes, tal como se implementan actualmente,
es preciso profundizar mas en lo anterior, dando una nueva visién de los procesos
ya presentados.
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10.3.1 La eliminacion de incégnitas, proceso matricial

Comencemos denotando, parak = 1,2,...,d — 1,

1T 0 0 .- 0 - 07
0 1 0 - 0 )
00 1 - 0 e 0

M) 0 0 0 - 1 e 0 (10.10)

00 0 —lrtrk 0
00 0 - —luion 0

00 0 - b -0 1]

esta matriz solo difiere de la matriz unidad en la k-ésima columna.

Ejemplo 10.3.1 Para el Ejemplo 10.2.2,

1 0 0 0 1 0 00

(1) -3 1 0 0 @ _ (0 1 00
M7=1_401 0 M 0 -5 10 (101D

-6 0 0 1 0 =7 0 1

(Cémo es M 320

Al transformar un vector d-dimensional v por M®) y formar w = M®)y
las componentes v; con ¢ = 1,2,...,k quedan inalteradas, mientras que, para
t=k+1,k+2,...,d, w; = v; — €;,v,. Por la misma razén, si C' es una matriz

con d filas y un nimero cualquiera de columnas, las filas primera a k-ésima de
M coinciden con las de C, mientras que, parai = k + 1,k + 2,...,d, lafila
i-ésima de M*)C se obtiene restando a la i-ésima fila de C el producto de £;; por
la fila k-ésima de C. Por consiguiente

AB+) _ a0 46 k) i)
o, en palabras, cada sistema A%Vx = b%+Y puede obtenerse del precedente
A®x — b'®) multiplicando éste por M%),

Ejemplo 10.3.2 La matriz y segundo miembro de (10.3) se obtienen de los de (10.2) multipli-
cando por la matriz (10.11).

1 0 0 0 2 3 4 5 2 3 4 5
-3 1 0 0 6 15 19 23 _ 0 6 7 8
-4 0 1 0 8 42 60 70 a 0 30 44 50
—-6 0 0 1 12 60 1 17 0 42 -23 -13
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1 00075 5
—3 1 0 0} |30 15 |
—4 0 1 0|98 78
—6 0 0 1) L144 114

10.3.2 La factorizacion implicita en la eliminacion
El siguiente resultado es importante.

Teorema 10.3.1 Dado el sistema (10.1), supongamos que se puede llevar a cabo
la eliminacién Gaussiana descrita en la seccidn anterior. §i Ux = c es el sistema
triangular superior resultante de eliminar las incégnitas y L es la matriz

1 0 0 -~ 0 0]
by t 0 o 0 O
L=|4n 43 1 -~ 0 0}, (10.12)
a fan Loz - faga—r 1]
entonces
A= LU, b= Lc. (10.13)

Demostracion. Segun el resultado de la subseccién precedente

- Al
— M(d—l) A{d—l)
_ a1 ppla-2) 4d-2)

MU partd=2) o pr1 AQ)
MUELprE=2) a4

¢ = bW
—  pMUE-Dpd-1)

M(d*l) M(d~2)b(d72)

_ Ml apE-2) L R
= MUNpre-2) . prp,
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de manera que basta probar que
L= [ME0 D ]

es decir _1 -1 ' 1
L= [M®) 7" [MA] . @] (10.14)

Comencemos calculando Ias inversas en el segundo miembro de (10.14). Para
k=1,2,...,d -1,

10 0 o 0 eee O
01 0 ««- 0 0
{M('ﬂ‘l: 000 -« 1 . o0f; (10.15)
00 0 Cos 0
0 0 0 o+ friop 0
0 0 0 v £y - 1)

¥

esto se demuestra como sigue. Observamos arriba que para formar w = M®)y
dejamos las componentes hasta la & inalteradas y, para las demds, w; = v; — £;,vg,
es decir v; = w; + Lixvy = w; + £ wy. Entonces para invertir 1a accién de M%)
basta cambiar el signo a los £;;.

Ahora que conocemos la expresién de las inversas que figuran en (10.14),
demostrar que su producto es la matriz L en (10.12) es un sencillo gjercicio de
multiplicacion. O

La matriz triangular inferior L en (10.12) se llama asi por ser L la primera
letra de lower, inferior en inglés.

Estudiemos el significado de este teorema. Pongdmonos en la situacién de te-
ner que resolver el sistema (10.1). E imaginemos que alguien nos da dos matrices
L (triangular inferior con unos en la diagonal) y U (triangular superior), tales que
A = LU. Esta informacién nos serfa muy 1itil: resolver Ax = b serfa resolver
LUx = by, llamando ¢ = Ux, tendriamos que resolver primero Lc = b para
hallar ¢ y, hallado este, resolver /x = c para obtener la solucién x. Gracias a la
informacién A = LU, hemos pasado de tener que resolver un sistema a tener que
resolver dos pero con la gran ventaja de que ambos tienen matriz triangular. El
sistema con matriz triangular superior se resuelve por sustitucion regresiva como
ya sabemos; el sistema con matriz triangular inferior se soluciona por sustitucion
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progresiva: la primera incégnita se saca de la primera ecuacién y se lleva a la
segunda ecuacién para obtener la segunda incégnita, etc.
{C6émo se relaciona esto con la eliminacion de Gauss?

» De acuerdo con el Teorema 10.3.1 (vea (10.13)), al eliminar las incognitas
nos estamos procurando nosotros mismos la matriz triangular inferior L y la
matriz triangular superior U con A = LU. La matriz U la encontrdbamos en
la seccién anterior al concluir el proceso de eliminacién de incognitas. La
matriz L no la encontramos abiertamente en la seccién anterior, pero si de
modo encubierto toda vez que para conocerla basta conocer los valores de
sus elementos no diagonales y éstos no son otros que los multiplicadores
que usdbamos en la eliminacion.

= Por otro lado, (10.13) también muestra que el segundo miembro c que ob-
tuvimos en la eliminacién Gaussiana tras eliminar las incégnitas satisface
Le = b. En otra palabras, al ir operando en el segundo miembro estdbamos
resolviendo, sin ser conscientes de ello, el sistema triangular Lc = b.

En resumen y, aunque no nos diéramos cuenta en su momento, la eliminacién
Gaussiana involucra tres procesos:

s Factorizacion. Escribir la matriz A como producto LU de una L triangular
inferior con unos en la diagonal y otra U triagular superior.

s Sustitucion progresiva para resolver un sistema triangular con matriz L.

= Sustitucion regresiva para resolver un sistema con matriz U

10.3.3 Factorizaciones LU de una matriz

Dada una matriz A, una factorizacién LU de ella es, por definicién, un par de
matrices L, triangular inferior con unos en ia diagonal, y U triangular superior
con A = LU. Acabamos de estudiar cémo el éxito de la eliminacién Gaussiana
se debe que encuentra una factorizacién LU de la matriz, lo que reduce el proble-
ma a resolver dos mas faciles. ;Ademads de la factorizacién LU que encontramos
por eliminacién Gaussiana, cuando ésta se puede llevar a cabo, existirdn ofras,
quiz mds ventajosas? Cuando no se puede llevar a cabo la eliminacién Gaussiana
por ser singular una de las submatrices menores principales de A ;existird todavia
alguna factorizacion LU de la que valernos para resolver (10.1)? La respuesta a
ambas preguntas es negativa como muestra el siguiente resultado.
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Teorema 10.3.2 Sea A una matriz cuadrada, real e invertible. Entonces A tiene
factorizacion LU si y sclamente si todas las submatrices menores principales de
A son invertibles. Si A tiene factorizacion LU la factorizacidn es tnica y coincide

con la que se obtiene por eliminacion Gaussiana al resolver sistemas de la forma
Ax = b.

Demostracion. Si las matrices menores principales son todas invertibles, entonces
el Teorema 10.2.1 nos garantiza que podemos llevar a cabo la eliminacién Gaus-
siana en los sistemas de la forma Ax = b y el Teorema 10.3.1 muestra que la
eliminacién nos dard una factorizacién LU.

Demostremos que, reciprocamente, la invertibilidad: de las matrices menores
es necesaria para la existencia de una factorizacién. Supongamos que la factori-
zacion existe, es decir A = LU, con lo que det(A4) = det(L) det(U). El determi-
nante de A es, por hipétesis, # 0, el de U es uyugs - - - ugq y el de L es 1. Por eso,
los u;; son no nulos. Ahora para 1 < k < d partamos cada una de las matrices A,
L y U en cuatro bloques, separando en cada una las & primeras filas/columnas:

Ak * Lk 0 U k¥

O N 0 =/
(Ag, Lg, Uy son entonces las correspondientes submatrices principales de orden
k, las estrellas representan diversas submatrices de dimensiones adecuadas y los

ceros son submatrices nulas). Efectuando el producto por bloques es A,.= LUy
y, tomando determinantes,

det(Ak) = det(Lk) det(Uk) =1 X Uqy 7 Ukk % 0.

Asi A tiene submatrices principales invertibles.
Veamos ahora que la factorizacion, de existir, es nica. Supongamos que

A = L1U1 — LQUQ.

Tanto L, como U, son invertibles (la primera tiene determinante 1, y la segunda
—segun vimos— determinante igual al de A). Entonces

U1U2_1 = L1_1L2;

aqui el primer miembro es triangular superior (vea el Problema 10.3.3) y el se-
gundo triangular inferior con diagonal de unos, como ambos coinciden ambos son
triangulares inferiores y superiores y con diagonal de unos, es decir, ambos son la
identidad. Se sigue que U; = Uy y L; = Ls y la factorizacién es tinica.
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Por tltimo, hemos visto que la condicidn para que la eliminacién Gaussiana
se pueda llevar a cabo (invertibilidad de las submatrices menores principales) es
la misma que la condicién para que la factorizacién exista. Por ello, cuando la
factorizacién existe se puede hallar por eliminacién Gausstana. [

Problema 10.3.1 Tras haber resuelto los Problemas 10.2.1 y 10.2.2 por eliminacién Gaus-
siana, escriba para cada sistema las matrices L y U y el vector ¢ y compruebe que 4 = LU,
b=Ilc

Problema 10.3.2 Escriba al azar una matriz U triangular superior invertible de dimensién
4 x 4 y una matriz L triangular inferior 4 x 4 con diagonal de unos. Multipliquelas y llame A
a su producto. Efectiie la eliminacién Gaussiana en A y compruebe que vuelve a los factores de
partida.

Problema 10.3.3 Matrices triangulares. Demuestre que el producto de dos matrices cuadra-
das triangulares superiores es también triangular superior. Demuestre que el producto de dos matri-
ces triangulares supetiores con diagonales de unos cs una matriz triangular superior con diagonal
de unos. Demuestre que la inversa de una matriz triangular superior invertible es triangular supe-
rior. Demuestre que la inversa de una matriz triangular superior con diagonal de unos es triangular
superior y tiene diagonal de unos. Repita después cambiando superior por inferior.

Problema 10.3.4 La matriz M'*} escrita en términos de productos exteriores. Consideremos
la matriz M®) en (10.10) y denotemos por e, al k-ésimo vector coordenado (todas las com-
ponentes nulas excepto la k que es uno} y por 1 al vector [0,...,0, %501 5, fei2ky - - - ,Bd,k]T
(la transposicién hace falta pues los vectores son siempre columna y habiamos escrito una fila).
Pruebe que M) = I — L el. Fijese en la construccién que asocia a cada par de vectores d-
dimensionales a, b la matriz ab? (de dimensién d x d) llamada producto exterior de ambos;
aparece frecuentemente en dlgébra lineal. No hay que confundir el producto exterior, que s una
matriz, con el mimero real a’ b, producto interno de a y b. Identifique la imagen y el nicleo de la
transformacién lineal de matriz ab” .

Problema 10.3.5 Inversa de M%), Escriba M%) = I —1,e] como en el problema anterior y
multiplique por I + 1xe} para concluir que la inversa de M (k) es la matriz I + el cosa que ya
demostramos en (10.15). Use la representacién que acaba de obtencr de la inversa de M (&) para
probar (10.14).

10.4 Implementacién

En esta seccidn estudiaremos ¢émo implementar practicamente en un orde-
nador la eliminacién Gaussiana que describimos en la Seccién 10.2. Para ello
conviene escribir tres subrutinas diferentes, que estudiaremos en cada una de las
subsecciones que siguen.
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10.4.1 Subrutina de factorizacion

Esta subrutina toma como dato la matriz A y devuelve al salir las matrices L
y U. El tinico almacenamiento que se necesita es una matriz d x d que al entrar a
la subrutina contiene los elementos de Ay al salir los de L y los de U.

Tal como vimos en la Seccién 10.2.2, se empieza calculando el multiplicador
£31 = ay;/aq1 que sirve para eliminar z; de la segunda ecuacion. Como el valor
de ay; no se vuelve a necesitar es posible almacenar £5; en la posicién en memoria
antes ocupada por as;. Esto es, sobreescribimos as; «— ag;/ay;.

A continuacién hallamos a%), ag?,. ces a,%) mediante la férmula (10.6); estos
valores se sobreescriben en las posiciones de memoria antes ocupadas respectiva-
mente POr aaoa, As3,..., Qad.

Después hallamos #3; = a3;/a11, que sobreescribimos en as;, y a;.(,,z), ag?,. -
ag?, que sobreescribimos en asy, a33,..., Gsq. Asi continuamos el proceso. Al
acabar la matriz d x d, en que estuvo A, tiene los siguientes clementos )

U1l Uz Uiz v Uyg-1  Uid |

£21 upy Uz - Usg1 Uy

£31 l3p usz -+ Uzg-1 Usd
oy fag oz o lgg-1 Udd

Ejemplo 10.4.1 Para el sistema (10.2), completadas las operaciones correspondientes a eli-
minar 1, tiene la siguiente informacién

2 3 4 5
3 6 7 8|
4 30 44 50 |’
6 42 —23 —13

comparando con (10.3) vemos que tenemos almacenados los coeficientes de la matriz A del
sistema resultante de eliminar z;, excepto en las posiciones (2,1), (3,1), (4, 1} donde estdn los
multiplicadores usados.

Tras completar las operaciones para eliminar zs, la matriz es

2 3 4 5
3 6 7 8 |
4 5 9 10 |’
6 7 -T2 —69
v a la salida del algoritmo tendremos
2 3 4 5
3 6 7 8
4 5 9 10 -
6 7 -8 11
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El algoritmo es como sigue:

Parak =1,....d — 1,
Parai =k+1,...,d,

- ik <

?

QA
Paraj=F%k+1,...,d,

iy Qi5 — AikQkj.

10.4.2 Subrutina de sustitucién progresiva

Esta subrutina toma una matriz L triangular inferior con diagonal de unos y
un vector b y retorna la solucién ¢ del sistema Lc = b. A la salida c se halla en
las posiciones que a la entrada ocupaba b. El algoritmo es

Paraj=1,...,d -1,
Parai—=j5+1,...,d,
ba' — b.,, —E,;jbj.

Como vemos, estamos reproduciendo aqui las férmulas de transformacién del
segundo miembro que ya dimos en la Subseccién 10.2.2, con la salvedad que
estamos ahora usando j donde antes allf ponfamos k.

" Observe también que sélo se invocan los clementos subdiagonales de L y poco
importa qué tengamos almacenado en la diagonal por encima de la diagonal. Por
“eso esta subrutina puede tomar como matriz la resultante de la subrutina de fac-
torizacién de la subseccién precedente.

10.4.3 Subrutina de sustituciéon regresiva

Esta subrutina toma una matriz U triangular superior y un vector ¢ y retorna
la soluci6én x del sistema U/x = c. A la salida x se halla en las posiciones que a la
entrada ocupaba c. El algoritmo es

Cd
Cqg <& —

Udd
Parai =d—1,...,1,

Paraj =i+1,...,d,
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C; +— C; Ui;Cyy
&
Cj — —
Uis
Como vemos estamos implementando aqui las férmulas que ya vimos en la Sub-
seccidon 10.2.3. Sélo se invocan los elementos diagonales y superdiagonales de U/
y poco importa qué tengamos almacenado en la diagonal por debajo de la diago-
nal. Por eso esta subrutina puede tomar como matriz la resultante de la subrutina
de factorizacion.

10.4.4 Solucion de sistemas lineales

Para resolver un sistema Ax = b se usan sucesivamente las tres subrutinas que
acabamos de describir. ;Por qué hemos dispuesto tres subrutinas y no combinado
todo en una sola? Supongamos que descamos resolver un segundo sistema Ax’' =
b’ con la misma matriz del que resolvimos anteriormente, circunstancia que se da
muy a menudo en la prictica. Los factores L y U ya fueron hallados al resolver el
primer sistema y no hemos de volver a usar la rutina de factorizacién. Basta con
hacer las sustituciones progresiva y regresiva con el nuevo segundo miembro b’.

10.4.5 Calculo de la inversa

Para hallar la inversa A~ de A, basta tomar en cuenta que la igualdad AA~* =
I nos dice que la j-ésima columna f; de A™! es la solucién del sistema Af; = e;
con e; igual a la j-€sima columna de la matriz unidad, es decir, el j-ésimo vector
coordenado. Debemos entonces resolver d sistemas con la misma matriz.

10.4.6 Calculo de determinantes

Llamar a la rutina de factorizacién y usar que
det(A) = det(U) = w1 -+ - ugy

es la manera usual de computar el determinante de una matriz.

Problema 10.4.1 Armado de papel, ldpiz y eliminacién Gaussiana halle el determinante y la
inversa de las matrices en los Problemas 10.2.1, 10.2.2.

Problema 10.4.2 Escriba programas de ordenador para las subrutinas descritas en esta sec-
cidn.
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Problema 10.4.3 E! orden de los bucles. Examine los algoritmos que hemos presentado en
esta seccidn para las sustituciones progresiva y regresiva. Son andlogos pero hay una diferencia.
En el caso progresivo el bucle de indice ¢ que describe filas de L es el més interno. Esto hace que
tras utilizar un #;; el siguiente que se requiere es £; 11 ;, que estd en la misma columna. En el caso
regresivo el bucle mds interno es el de indice j y tras utilizar u;; se pasa a u;,;11, que estd en
la misma fila. El acceder los elementos sucesivamente a lo largo de una fila o a lo largo de una
columna no es indiferente. Por ejemplo, en algunos lenguajes de programacién, dos elementos de
una matriz que aparecen seguidos en una columna ocupan posiciones adyacentes de memoria y es
preferible que el bucle de filas sea ¢l mds interno. Reescriba el algoritmo de sustitucién regresiva
dejando como indice més interno el de filas.

Problema 10.4.4 Variantes de la eliminacién Gaussiana. En la rutina de factorizacién hay
tres bucles, de fuera hacia dentro, k, %, j. Estos bucles se pueden disponer de 3! = 6 maneras
distintas y cada una tiene sus ventajas y desventajas dependiende de 1a maquina y el lenguaje de
programacién; cada manera puede considerarse como una variante de la eliminacién Gaussiana y
alguna de ellas es cldsicamente conocida como algoritmo de Crout 6 Doolittle. Escriba una rutina
en que el bucle mds interno sea el ¢ y el més externo el k.

10.5 Costo operativo

Los resultados de esta seccién son particnlarmente importantes para el anélisis
numérico. Supongamos que resolvemos por eliminacién Gaussiana IV sistemas
d x d con la misma matriz. Deseamos contar el nimero de operaciones nece-
sarias. SOlo contaremos multiplicaciones y divisiones; las sumas suelen aparecer
en nimerc muy parecido al de multiplicaciones/divisiones y ademads, aunque esto
depende de la miquina usada, suelen ser mds baratas. '

En la subrutina de factorizacién hemos de hacer una divisién por multipli-
cador. Hay un multiplicador para eliminar z4_1, dos para z4_g, ..., d — 1 para x;.
Esto hace ,
1+2+---+d -1 =d 5 2
divisiones. Por otro lado, al eliminar x_, hace falta una multiplicacién para cam-
biar el elemento (d, d), al eliminar z4_» hacen faita cuatro multiplicaciones, ...,
y al eliminar z; se requieren (d — 1)? multiplicaciones. Esto da

d(d — 1)(2d — 1)
6

P+224 . (d-1)° =

multiplicaciones y en total hay

d2—d+d(d—1)(2d—1) & d
2 6 3
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operaciones en la factorizacion.

Es fécil contar (jhdgalo!) que en una sustitucién progresiva hay

d>—d
2

operaciones y en la regresiva

d®+d
5
Para resolver N sistemas se factoriza una vez y se llama IV veces a cada rutina
de sustitucién. Esto da un total de
d? d
— + Nd* - = 10.16
5 3 ( )
operaciones.
Observemos lo siguiente:

= El costo es un polinomio en N y d, nimeros que miden el tamafio del
problema. Esto es mucho mds ventajoso que el método ‘Cramer + deter-
minantes por férmula’ presentado en algunos libros y que carece de interés:
en un determinante d x d calculado por la férmula de definicién hay d! térmi-
nos y el crecimiento de d! con d es tan grande que el método no se puede
implementar en la prictica (Ejemplo 1.1.2).

= Fijado NV (por ¢jemplo N = 1) el crecimiento de (10.16) con d es ciibico
d®/3 + O(d?). Asintéticamente, doblar la dimensién multiplica por 8 el
costo. Por ejemplo, para d = 20, d®/3 + d? — d/3 = 3060 y para d = 40,
d®/3 + d* — d/3 = 22920; el cociente 22920/3060 es = 7.5.

= Fijado N, la parte principal d°/3 del costo al crecer d proviene de la facto-
rizacién. El costo de las sustituciones progresiva y regresiva se vuelve des-
preciable frente al costo de la factorizacién al crecer d. Para d = 40, de'las
22920 operaciones para resolver un sistema, 21320 son de la factorizacién.

= El costo de hallar por eliminacién Gaussiana A" es (tomando N = d en
(10.16)) (4d® — d)/3. Esto es muy inferior al costo requerido cuando se usa
para la inversa la férmula con determinantes que figura en muchos libros.

= Si se ha de efectuar una operacién A 'y y se halla A~! por eliminacién
Gaussiana y luego se multiplica la inversa por y, se requieren (4d® —d) /3 +
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d? operaciones (matriz X vector cuesta d?). Por otro lado si pensamos que
A~ly es la soluci6n del sistema de matriz A y segundo miembro y y usamos
eliminacién Gaussiana en este sistema sélo necesitamos (d® —d)/3+d* op-
eraciones. No interesa pues hallar la inversa explicitamente. La misma con-
clusién es cierta si se requieren /N productos A~ly;. Por ello hay que evitar
en lo posible invertir matrices y procurar en lo posible resolver sistemas.

Problema 10.5.1 Se va a calcular y = A~!(Bz + u) + x, donde A y B son matrices d X d
conocidas y u, X, % vectores d-dimensionales conocidos. Explique cémo disponer los célculos
para no tener que invertir A. ;Cudles son los costos del proceso sugerido por Vd. y del obvio Bz,
Bz +u, A7(Bz +u),y? -

Problema 10.5.2 Si A es d x d conocida e invertible y B es d x v ;c6mo se halla A~'B sin
encontrar la inversa?

10.6 Pivotaje

10.6.1 Motivacion

En la Subseccién 10.2.4 ya notamos que ¢l método de eliminacién descrito en
la Seccién 10.2 adolece del defecto de fallar para ciertas matrices invertibles A
por originar algin pivote nulo. Ademas de esta deficiencia importante, 1a elimi-
nacién Gaussiana, tal como la describimos, tiene la desventaja de que al usarse
con aritmética inexacta como la de los ordenadores puede dar resultados inacep-
tablemente equivocados. La causa de tales resultados equivocados radica en la
presencia de pivotes que, sin ser nulos, son pequefios en relacién con las demas
cantidades involucradas y que por tanto conducen a multiplicadores grandes. Los
multiplicadores grandes pueden amplificar los errores introducidos por la inexac-
titud de la aritmética del ordenador.

Ejemplo 10.6.1 Imaginemos un ordenador que trabajase en base 10 con mantisa de tres cifras
y resolvamos en €l

1.00 x 1074 +1.00 x 10% = 1.00 x 10,
1.00 x 10% + 1.00 x 10% = 2.00 x 10,

sistema con solucién exacta z = 10000/9999 = 1.000100 ...,y = 9998/9999 = 0.999899.
Los valores obtenidos son

1.00 x 10°

_ = 4
b1= Tgg5 02 - F0Ox 10
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a$¥ = ags — fz1a12 = 1.00 x 10° — (1.00 x 10%)(1.00 x 10%)

=" —1.00 x 10*
ey = by — fa1by = 2.00 x 10° — (1.00 x 10*)(1.00 x 10%)
=* —1.00 x 10 '
y = % —1.00 x 10°
Qg
by —azy  1.00 x 10° — (1.00 x 10°)(1.00 x 10°)
an 1.00 x 104 B

{El valor O obtenido para ¢ = 1 es completamente erréneo! Y eso que en todo el proceso sélo
hay dos errores en la aritmética —en las igualdades sefialadas con una estrella— y ambos son
pequefios relativamente. [ ]

10.6.2 Pivotaje parcial

Para subsanar los inconvenientes que acabamos de sefialar se reemplaza el
método de eliminacién Gaussiana descrito en la Seccién 10.2 y a veces llamado
eliminacion Gaussiana sin pivotaje por otro llamado de eliminacion Gaussiana
con pivotaje parcial.

Para describir el método con pivotaje parcial, situémonos de nuevo en las cir-
cunstancias de la Subseccién 10.2.2 y supongamos que hemos llegado ya al sis-
tema A®)x = b®) y vamos a eliminar z. Entonces, en vez de tomar directamente
la ecuacién k-ésima como pivotal, nos fijamos en las ecuaciones k, k+ 1, ..., d
gue no han sido atn pivotales y de entre ellas elegimos aquella (llamémosla p(k)-
ésima) en que la x;, figure con coeficiente de valor absoluto lo mayor posible.
Entonces permutamos (pivotamos) las ecuaciones & y p(k) y procedemos a elim-
inar . Este proceso se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.6.2 Sea

2r1 — 39 + ldxy = 4,
2r1 + 229 drg = 5,
Az, + 239 — 2x3 10,

el sistema por resolver. De los tres elementos de la primera columna el de mayor valor absoluto
aparece en la ecuacién p{1) = 3. Permutamos las ecuaciones 1 y p(1) y tenemos

dr; + 2x9 — 23 = 10,
201 4+ 2xq 3z = 5,
— 23 — 3zg 4+ ldzy = 4.

Los multiplicadores son 0.5, —0.5, ambos de valor absoluto < 1 (;es casualidad?), y el resultado
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de la eliminacidn de x, €8

4ry  + 2@2 2T3 = 10,
i) — 2:1’,‘3 = 0,
2rs + 13z3 = 9.

Para eliminar x, tenemos dos candidatos a pivote 1y —2, el de mayor valor absoluto aparece en

la ecuacién que ahora ocupa la posicién p(2) = 3. Permutando las ecuaciones 2y p(2)

4z, + 2x; — 223 = 10,
2x4 + 13563 = 9,
o = 2$3 = U,

y, eliminando con el multiplicador —0.5, tenemos

4r1 + 2z 2xs = IO,F
2.’1;2 + 131:3 = 9)
4.5&3 = 4.5,

La sustitucién regresivada 3 = 1, 3 = 2, 41 = 2.[1

El método con pivotaje parcial subsana las deficiencias del método sin pivota-

je.

= Ante todo, si se aplica con aritmética exacta a un sistema con matriz inver-
tible A, puede completarse sin dar origen a ninguna division por cero. Para
probar esto, supongamos que hemos podido llevar a cabo el método hasta
formar el sistema intermedio A®)x = b{®). Se verifica, vistos los ceros en
Alk)

det(A®) = alPal) ..ol | | det(By),

donde B, es la matriz formada por las dltimas n—(k—1) filas y columnas de
A®)_Si todos los elementos anﬁj, agfal,k, . agfc) fuesen nulos, By tendria
nula su primera columna, lo que conduce a det (Bx) = 0y alacontradiccién
det(A) = + det(A®) = 0 (A® se obtiene de A por operaciones que 0
mantienen ¢l determinante o cambian su signo). Por consiguiente no todos
los agﬁc), agﬂl,k, e ag,? son nulos v, si k < d, al quedarnos con el de mayor
valor absoluto tendremos un pivote no nulo para eliminar x (si k d

hemos probado que u4q 7 0).

Se puede demostrar que al llevar a cabo con aritmética de precision finita la
eliminacién con pivotaje parcial el comportamiento de los errores es estable.
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Ejemplo 10.6.3 Resolvamos el sistema del Ejemplo 10.6.1, ahora pivotando. Hay que in-
tercambiar las ecuaciones, y tras ello el multiplicador es 1.00 x 10™%. La ecuacién para de-
terminar i es 1.00 x 10% = 1.00 x 10°, y por tanto y = 1.00 x 10° La x sc obticne de
1.00 x 10% + 1.00 x 10%y = 2.00 x 10°, con lo que z = 1.00 x 10°. Ni z ni y son exactos (los
verdaderos valores no son representables en nuestro ordenador imaginario), pero al menos son los
niimeros representables en el ordenador més préximos a la verdadera solucién. J

10.6.3 Interpretacion matricial

Al igual que hicimos con el método sin pivotaje, conviene interpretar el méto-
do de eliminacién con pivotaje en términos de factorizaciones de matrices. La ob-
servacion crucial es: eliminar con pivotaje parcial en un sistema dado es lo mismo

que eliminar sin pivotaje en un sistema obtenido permutando las ecuaciones del
dado.

Ejemplo 10.6.4 Considercmos el sistema del Ejemplo 10.6.2, reordenemos las ecuaciones co-

mo sigue
4.’,]3'1 + 2.’1}2 23)3 = 10,
== 2:2’:1 - 3$2 + 14933 = 4,
201 + 219 — 3z3 = 5,
y resolvamos sin pivotaje. Obtenemos, con los multiplicadores £2; = —0.5y £3; = 0.5,
4;1’,'1 + 29&'2 == 2933 = 10,
2:1,'2 -+ 13333 9.
T2 - 2z3 = 0,

y, con el multiplicador £33 = —0.5,

dry 4+ 2x4 23 = 10,
— 2z 4+ 13z3 = 9,
4.5x3 = 4.5

Hemos hecho justamente las mismas operaciones que en el Ejemplo 10.6.2, porque las ecnaciones
ya estaban en el orden adecuado para que fuesen saliendo los mayores pivotes posibles. Fn un
sistema dado no es obvio antes de comenzar la eliminacién cual es el orden adecuado; ese orden
se va descubriendo a lo largo del proceso de eliminacion. [

Para representar matricialmente el proceso de permutacién de ecuaciones ne-
cesitamos el concepto de matriz de permutacion. Una matriz d x d es de per-
mutacién si todos sus elementos son nulos excepto d que valen la unidad y no hay
dos unos ni en una misma fila ni en una misma columna.

Ejemplo 10.6.5 Con d = 3 tenemos estas matrices de permutacién

01 0 010 001
10 0], 00 1], 1 00 (10.17)
0 0 1 1 00 0 1 0
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y otras tres jcudles?[]

Si P es una matriz de permutacién con el uno de la i-ésima fila situado en la
columna (), entonces el vector Px tiene por i-ésima componente Z(;). De la
misma manera, si B es una matriz d x d entonces P B tiene por fila i-€sima la fila
(1) de B.

Ejemplo 10.6.6 Si P cs la primera matriz de (10.17), la primera componente de Px es la
segunda de x; la segunda de Px, la primera de x; las terceras coinciden. [

Equipados con las matrices de permutacién, podemos decir que la eliminacion
con pivotaje parcial en Ax = b es equivalente a eliminar sin pivotaje en un sis-
tema PAx = Pb, siendo P una matriz de permutacién adecuada. Por tanto en el
algoritmo con pivotaje parcial se genera una factorizacién LU = PA. Resolver
Ax = b es entonces equivalente a resolver LUx = Pb, y esto requiere una susti-
tucién progresiva con matriz L sobre el vector permutado Pb y una sustitucion
regresiva. En el método que expusimos mds arriba, al eliminar las incognitas se
encuentran, de modo encubierto, L y Py explicitamente U.

10.6.4 Implementacién

Como en ¢l caso sin pivotaje conviene distribuir la tarea en tres subrutinas.

La subrutina de factorizacién necesita almacenar una matriz d x d y un vector
de d — 1 componentes enteras p(k), k = 1,2,...,d — 1, donde p(k) es el indice
de la fila que pasa a ser pivotal para eliminar ;.

Ejemplo 10.6.7 En el sistema del Ejemplo 10.6.2 la matriz antes de comenzar es

[—2 -3 14]
2 2 =31
4 2 -2

al intercambiar las filas primera y tercera hacemos p(1) = 3y

4 2 27
2. 2 =31.
L_2 -3 14 ]

Tras eliminar 1 y ubicando los multiplicadores en los sitios donde aparecetian los ceros, ten-

dremos .
4 2 =2
0.5 1 -2
0.5 -2 13
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Intercambiamos filas (incluyendo los multiplicadores) y ponemos p(2) = 3,
4 2 -2
-05 -2 13
0.5 1 -2

4 2 -2
-05 -2 131,
05 -0.5 45
matriz, que junto al vector [3, 3]7 es la salida de la subrutina. Notemos que

1 0 0 4 2 -2 4 -2 =2
LU=|-05 1 0 0 ~2 13| =|-2 -3 14| =PA,
1 .

05 —05 0 0 45 2 2 =3

Eliminando x4

la matriz del tercer miembro se obtiene de A permutando primero las filas primera y tercera y
luego segunda y tercera. [

La subrutina de sustitucién regresiva toma el vector de las p(i), la matriz resul-
tado de la factorizacién y el segundo miembro b y procede a hallar FPb y resolver
Lc = Ph.

Ejemplo 10.6.8 En el caso del ejemplo precedente, tomamos ¢l segundo miembro [4, 5, 10]T

y con ¢l vector de punteros [3, 3]7 intercambiamos la primera componente con la tercera y luego

la segunda con la tercera:
4 10 10
5] —=|5| =14
10 4 ]

En este vector hacemos sustitucién progresiva con los multiplicadores contenidos en L,

HEHERE

La sustitucién regresiva no ofrece novedad.

Estas subrutinas pueden usarse para hallar la inversa y el determinante. Para
el determinante hay que tener en cuenta que det{P)det(A) = det(L)det(U),
con lo que det{A) = £ det(U) = Fuyq - - - ugg; el signo es mas (menos) si se ha
permutado filas un niimero par (non) de veces.

Problema 10.6.1 Resuelva por eliminacién Gaussiana con pivotaje parcial el sistema Ax = b
dado por (10.2) (efectie los cdlculos con papel y ldpiz, usando fracciones). Escriba la matriz de
permutacién P tal que la eliminacién con pivotaje parcial en (10.2) es equivalente a 1a eliminacién
sin pivotaje en PAx = Pb. Hscriba los factores L y U7 de P A. Repita este problema usando los
sistemas de los Problemas 10.2.1 y 10.2.2.
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Problema 10.6.2 Escriba subrutinas gue lleven a cabo la eliminacién Gaussiana con pivotaje
parcial.

Problema 10.6.3 Matrices de permutacidn. Sea P una matriz de permutacién d x d, y sea p(J)
la posicién que ocupa el 1'en fa j-ésima columna; p es una permutacién, transformacién biunivoca
del conjunto {1,2, ... ,d} en si mismo. Demuestre que, si C es una matriz con d columnas y un
mimero cualquiera de filas, C'P tiene por j-ésima columna la columna p(5) de C.

Problema 10.6.4 Continuacion. Pruebe que el efecto geométrico de Ia transformacién lineal
de matriz P es transformar el j-ésimo vector coordenado en el p(j)-ésimo, Pe; = ey;), j =
1,2,...,d. Concluya de esto que (i) la matriz P es ortogonal por llevar una base ortonormal
en otra y por tanto P~ = PT, (ii) si P y @ son matrices de permutacién con permutaciones
asociadas p y o, entonces QP es una nueva matriz de permutacién asociada a la funcién o o p
resultado de componer p seguida de &.

Problema 10.6.5 La eliminacién Gaussiana con pivotaje total. Ademids del pivotaje parcial
que hemos estudiado, existe el pivotaje total, raramente usado en la prictica aunque tiene la ventaja
de llevar a pivotes mds grandes y multiplicadores mds chicos que el pivotaje parcial. Al comenzar
la eliminacién se examinan los médulos los d? elementos de A y se determina el mayor. Si éste
figura en la ecuacién ¢ y columna j, se permutan las ecuaciones primera e i-ésima, y también las
columnas primera y j-ésima, con lo que el vector de incGgnitas ahora tiene x; en primera posicion.
Se elimina la primera incégnita (que ahora es ;) usando como pivotal la primera ecuacién (que
es la i-ésima antigua). A continuacién, se examinan los médulos de los (d — 1)? elementos de las
tiltimas d — 1 ecuaciones/incdgnitas y se elige el mayor para hacer de nuevo pivote, etc. Resuelva,
utilizando aritmética de ndmeros racionales y pivotaje total, el sistema del Ejemplo 10.6.2,

Problema 10.6.6 Continuacién. Dé una interpretacién matricial del pivotaje total.

Problema 10.6.7 Sistemas escalonados. Consideraremos sistemas lineales Ax = b donde
hay m ecuaciones y n incOgnitas. No se hace ninguna hipdtesis sobre m y n de modo que son
posibles todas las combinaciones: m > n (mmds ecuaciones que incognitas), m = n (tantas ecua-
ciones como incignitas), m < n (mds incognitas que ecuaciones). En el caso m = n no se supone
A invertible.

El tipo mds sencillo de estos sistemas generales es el que tiene la matriz escalonada. Esto
quiere decir que las ultimas mn — r filas de A, (0 < r < m) son idénticamente nulas y para cada
i = 1,...,r existe un indice £() de manera que ;1 = 0, 852 = 0..., @5 0051 = 0, @y 005y # 0
y ademds £(i) es funcion estrictamente creciente de ¢ (esto es, £(31) < £(iz) si 41 < i3). Los
sistemas escalonados juegan, para sistemas generales, el papel que en los sistemas 72 x 1 de matriz
invertible juegan los sistemas con matriz triangular superior. )

Prucbe que, si A es escalonada, sus r primeros vectores fila son linealmente independientes y
que, por tanto, r es el rango de A.

Problema 10.6.8 Continuacién. Observe que, si en un sistema escalonado existe b; 7 0 con
i > 7, entonces ¢l sistema carece de solucién pues la i-ésima ecuacién no la tiene. Suponga
entonces que no existe b; # 0 con ¢ > r, descarte las dltimas m — r ecuaciones, que son triviales,
y explique cémo resolver el sistema por un proceso de sustitucién regresiva en el que se quizd se
pueda dar a alguna de las incognitas valores arbitrarios. ;A cudles? (Respuesta: a las x; con j <
A1), 7> 4(r)oconjtalque (i) < j < f(i+1),i=1,...,r—1)
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Problema 10.6.9 Efiminacién Gaussiana en sistemas generales. Indique cémo llevar a cabo
eliminacién Gaussiana con pivotaje parcial en un sistema general m x n para reducirlo a uno con
matriz escalonada, que se puede resolver acto seguido como en el problema precedente.

Problema 10.6.10 Eliminacién Gaussiana y rango. Explique por qué efectuando la reduccién
a forma escalonada mencionada en el problema precedente se pone de manifiesto el rango de
la matriz de partida. (Por desgracia esta forma de hallar el rango es muy sensible a errores de
redondeo.)
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